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自 本 书 第 1 版 出 版 30 年 以 来 , 动力 系统 这 一 数学 领域 发 生 了 巨大 的 变化 . 在 
20 世纪 70 年 代 早期 , 我 们 很 少 有 机 会 接触 到 高 速 计算 机 和 计算 机 图 形 学 . 在 数学 
中 也 从 来 没有 使 用 过 “混沌 ”一 词 , 而 且 只 有 很 少 的 数学 家 对 微分 方程 和 动力 系 

这 30 年 来 情况 发 生 了 极 大 的 变化 . 计算 机 现在 到 处 都 是 , 人 们 可 以 广泛 地 使 
用 各 种 软件 包 来 近似 计算 微分 方程 的 解 并 将 结果 用 图 形 显示 出 来 . 如 此 一 来 , 分 
析 非 线性 微分 方程 系统 就 变 得 比 以 往 任何 时 候 都 更 加 容易 . 诸如 马蹄 映射 、 同 宿 
混乱 和 洛 伦 获 系统 等 复杂 动力 系统 的 发 现 以 及 数学 上 对 它们 的 分 析 使 得 科学 家 
们 相信 , 像 平 衡 点 或 周期 解 这 种 简单 的 稳定 运动 不 再 总 是 微分 方程 解 的 最 重要 行 
为 . 这 些 漂亮 且 触 手 可 得 的 混沌 现象 促使 许多 学 科 的 科学 家 和 工程 师 们 更 加 仔细 
地 考察 他 们 各 自 领域 中 的 重要 微分 方程 . 在 许多 情形 下 , 他 们 也 在 这 些 系 统 中 发 现 
了 混沌 行为 . 如 今 , 几乎 每 个 学 科 领 域 都 出 现 了 动力 系统 现象 , 从 化 学 中 的 振 葛 
Belousov-Zhabotinsky 反应 到 电子 工程 中 的 混沌 Chua 电路 , 从 天 体力 学 中 的 复杂 
运动 到 生态 学 中 的 分 岔 . 

这 样 一 来 , 比 起 20 世纪 70 年 代 , 微分 方程 和 动力 系统 教材 的 读者 就 变 得 相当 

杂 . 在 这 个 版 本 中 我 们 相应 地 做 了 几 处 结构 调整 , 这 些 变 化 包括 : 

(1) 线性 代数 的 处 理 降低 了 难度 . 我 们 删除 了 涉及 抽象 向 量 空间 和 赋 范 线性 空 
间 的 一 般 理 论 , 并 且 不 再 完整 地 证 明 所 有 nxn 矩阵 都 可 以 约 化 成 标准 形 . 我 们 将 
主要 处 理 大 小 不 超过 4 x 4 的 矩阵 ; 

(2) 仔细 地 讨论 了 洛 伦 获 吸 引子 、ShiPnikov 系统 以 及 双 螺 线 吸引 子 中 的 混沌 
行为 ; 

(3) 添加 了 许多 新 的 应 用 , 同时 对 以 前 的 应 用 也 作 了 相应 的 更 新 ; 

(4) 专门 用 几 章 来 讨论 离散 动力 系统 ; 

(5) 主要 讨论 C™ 系统, 这 样 就 简化 了 许多 定理 的 假设 . 

本 书 由 3 个 主要 部 分 构成 . 第 一 部 分 讨论 线性 微分 方程 系统 和 一 些 一 阶 非 线 
性 方程 , 第 二 部 分 是 该 书 的 主要 部 分 , 这 里 我 们 集中 讨论 非 线 性 系统 特别 是 二 维系 
统 , 以 及 这 些 系 统 在 各 种 领域 中 的 应 用 . 第 三 部 分 讨论 高 维系 统 , 这 里 , 我 们 着 重 研 
究 平面 系统 所 不 具备 的 混沌 行为 ， 并 介绍 研究 这 种 行为 的 主要 手段 — 约 化 到 一 
个 离散 动力 系统 . 

为 背景 大 不 相同 的 读者 来 写 一 本 书 是 一 个 很 大 的 挑战 . 我 们 认为 本 书 可 以 作 
为 微分 方程 后 续 课 程 的 教材 , 它 的 对 象 不 仅仅 是 数学 专业 的 学 生 , 而 旦 还 包括 其 
他 理工 科学 生 , 本 书 将 有 助 于 他 们 培养 出 足够 多 的 数学 技巧 来 分 析 他 们 各 自 领 域 
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中 的 各 种 微分 方程 . 使 用 本 书 的 很 多 读者 可 能 具有 很 强 的 线性 代数 和 实 分 析 背 景 , 
而 也 有 读者 可 能 缺乏 这 些 知识 的 训练 . 为 了 使 本 书 同时 适合 这 两 类 读者 , 我 们 开 
始 先 介绍 了 一 些 简 单 的 低 维 微分 方程 系统 . 对 于 有 较 强 微 分 方程 背景 的 读者 来 说 ， 
这 里 大 部 分 内 容 只 不 过 是 复习 而 已 . 为 了 这 些 读者 , 我 们 将 一 些 新 课题 分 散在 本 书 
的 第 一 部 分 . 

例如 , 第 1 章 讨论 一 阶 方程 . 在 这 一 章 的 开始 , 我 们 先 讨论 线性 微分 方程 以 及 
合理 生物 总 其 模型 (logistic population model), 只 要 了 解 微分 方程 的 读者 都 应 该 熟 
悉 这 些 课题 . 复习 完 这 些 之 后 , 我 们 讨论 带 收割 的 合理 模型 (logistic model), 这 里 
既 有 常 值 收割 也 有 周期 收割 . 这 使 得 我 们 可 以 很 快 地 引入 分 岔 , 以 及 描述 庞 加 莱 
映射 和 周期 解 . 这 些 课 题 通常 不 会 出 现在 初等 微分 方程 课程 中 , 但 只 要 学 过 多 元 
微 积分 就 能 很 容易 地 理解 这 些 内 容 . 当然 , 背景 有 限 的 读者 可 以 不 妨 跳 过 这 些 专门 
的 课题 , 而 将 注意 力 集中 到 更 初等 一 些 的 内 容 . 

第 2 章 到 第 6 章 讨论 线性 微分 方程 系统 . 同样 地 , 开始 时 很 缓慢 , 整个 第 2 章 
和 第 3 章 都 只 是 讨论 平面 微分 方程 系统 和 二 维 线性 代数 . 第 5 章 和 第 6 章 介 绍 了 
高 维 线性 系统 , 然而 我 们 的 重点 仍然 只 是 三 维和 四 维系 统 , 而 不 是 最 一 般 的 ne 
系统 , 虽然 我 们 所 描述 的 许多 技巧 都 可 以 很 容易 地 推广 到 更 高 维 情形 . 

第 二 部 分 是 本 书 的 核心 . 这 里 我 们 转 而 讨论 非 线性 系统 . 与 线性 系统 不 同 , 讨 
论 非 线 性 系统 会 出 现 一 些 理 论 上 的 困难 , 这 些 困难 包括 解 的 存在 性 和 唯一 性 , 解 对 
初始 条 件 和 参数 的 连续 依赖 性 , 等 等 . 我 们 并 不 立刻 就 陷入 这 些 困难 的 理论 问题 ， 
因为 讨论 这 些 问 题 要 求 相当 坚实 的 实 分 析 基 础 . 在 第 7 章 我们 只 是 简单 地 陈述 一 
些 重要 结果 , 同时 通过 一 些 例子 来 解释 这 些 定理 说 了 些 (和 没有 说 ) 什么 所 有 这 
些 结果 的 证 明 都 放 在 本 书 的 最 后 一 章 . . 

在 本 书 非 线性 部 分 开始 的 几 章 , 我 们 介绍 了 一 些 重要 技巧 , 这 些 技巧 包括 平衡 
点 附近 的 线性 化 、 零 点 集 分 析 (nullcline analysis)、 稳 定性 、 极 限 集 以 及 分 岔 理论 ， 
在 这 一 部 分 的 后 面 几 章 , 我 们 将 这 些 想法 运用 到 生物 学 、 电子 工程 、 力学 等 许多 
领域 中 产生 的 各 种 系统 . 

许多 章 的 最 后 一 节 都 是 “探索 ”. 这 些 节 由 一 系列 的 问题 和 数值 研究 组 成 , E 
们 都 是 用 来 讨论 与 前 面 内 容 有 关 的 一 个 特定 课题 或 应 用 . 在 每 个 探索 中 , 我 们 都 简 
要 地 介绍 了 即将 要 做 的 课题 , 并 且 提 供 了 进一步 了 解 这 一 课题 的 参考 文献 . 但 是 ， 
我 们 让 读者 利用 前 面 所 学 的 内 容 自己 去 讨论 所 得 出 的 系统 的 行为 . 我 们 常常 为 读 
者 准备 一 系列 的 基础 问题 并 经 常 提示 如 何 去 解 决 , 但 是 , 在 许多 情况 下 , 完全 地 分 
析 这 个 系统 可 能 会 变 成 一 个 大 的 研究 项 目 . 对 于 这 些 问题 , 你 不 可 能 找到 “书后 面 
附 的 答案 ”, 在 许多 情形 下 , 没有 人 知道 完整 答案 . (当然 , 你 本 人 除外 !) 

本 书 的 最 后 一 部 分 专门 讨论 高 维系 统 的 复杂 非 线性 行为 , 即 所谓 的 混沌 行为 . 
我 们 通过 著名 的 洛 伦 欧 微 分 方程 系统 来 引入 这 些 思想 . 在 三 维和 更 高 维 的 情形 , 我 


们 常常 将 理解 微分 方程 复杂 行为 的 问题 约 化 成 对 一 个 离散 动力 Ro RIE RB 
理解 . 因而 我 们 需要 暂时 转 入 离散 系统 的 领域 ， 同时 讨论 怎样 用 符号 动力 学 米 完 
全 描述 某 些 混沌 系统 . 然后 我 们 再 回 到 非 线性 微分 方程 ， 并 将 这 些 技巧 运用 到 其 
他 混沌 系统 , 其 中 包括 出 现 同 宿 轨 的 系统 . | 

我 们 有 一 个 网 站 http://www.math.bu.edu/hsd 专门 用 来 发 布 与 本 书 有 关 的 消 
息 . 在 这 里 你 可 以 找到 本 书 的 勘误 表 , 或 给 出 你 对 本 书 的 建议 , 这 里 还 有 微分 方程 
的 教师 和 学 生 感 兴趣 的 一 些 其 他 课题 . 我 们 欢迎 读者 在 这 个 站 点 上 踊跃 发 表意 见 . 

很 高 兴 地 感谢 Bard Ermentrout, John Guckenheimer, Tasso Kaper, Jerrold 
Marsden 和 Gareth Roberts 对 本 书 第 1 版 给 出 的 许多 好 建议 .特别 感谢 Daniel 
Look 和 Richard Moeckel, 他 们 仔细 阅读 了 整个 手稿 . 本 书 中 许多 相 平 面 图 形 的 绘 
制 都 使 用 了 优秀 的 Mathematica 安 包 DynPac, 这 是 Al Clark 为 Mathematica 写 的 
一 个 动力 系统 宏 包 . 请 浏览 http:/ /www.me.rochester.edu/ ~clark/dynpac.html. 而 
A, 我 的 小 狗 Killer Devaney 又 哺 光 了 所 有 手稿 残留 下 来 的 所 有 错误 都 她 它 ! 
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第 1 章 一 阶 方 程 


本 章 的 目的 是 提供 一 些 初等 但 重要 的 一 阶 微分 方程 的 例子 , 同时 用 这 些 例 子 
在 尽 可 能 简单 的 情况 下 去 解释 常 微分 方程 理论 中 的 一 些 基本 思想 . 

学 过 微分 方程 初级 课程 的 读者 应 该 熟悉 本 章 的 前 儿 个 例子 , 后 几 个 例子 , 如 带 
收割 的 合理 模型 , 将 使 得 读者 对 某 些 特定 课题 (分 岔 、 周 期 解 和 庞 加 莱 映 射 ) 有 些 
感性 认识 . 在 本 书 中 , 我 们 将 经 常 讨论 这 些 课 题 ; 在 后 面 几 章 , 我 们 将 更 加 系统 地 
讨论 这 些 课题 . 


1.1 最 简单 的 例子 
学 过 微 积分 的 学 生 都 知道 如 下 的 微分 方程 


它 是 最 简单 的 微分 方程 , 同时 也 是 最 重要 的 微分 方程 之 一 . 首先 , 这 个 方程 的 含义 
是 什么 呢 ? 这 里 , x = r(t) 是 实 变量 t 的 实 值 未 知 函 数 , dz/dt 是 它 的 导数 (以 后 也 
用 r 或 x'() 表示 导数 ). 另外 , a 足 一 个 参数 , 当 a 取 不 同 的 值 时 , 就 得 到 不 同 的 
微分 方程 . 方程 告诉 我 们 , 对 于 t+ 的 任 一 取 值 , 下 面 的 关系 成 立 : 


z(t) = az(t). 


该 方程 的 解 可 由 微 积 分 得 到 . 设 k 为 任 一 给 定 的 实数 , 则 函数 x(t) = ket 就 
是 一 个 解 , 这 是 因为 


z'(t) = ake®t = az(t). 


HA, 这 个 方程 没有 其 他 解 . 为 看 清 这 一 点 , Kult) 为 方程 的 任 一 解 , 计算 ulte 
的 导数 ， 


5 (u(t)e~*') = w(t)e :+ut)(—ae ®) = au(t)e — au(t)e™™ = 0. 

从 而 , ulte 为 一 常数 k, FÆ ult) = ket. 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . 于 是 就 找到 
了 这 个 微分 方程 的 所 有 可 能 解 . 我 们 把 一 个 微分 方程 的 所 有 解 的 全 体 称 为 这 个 方 
程 的 通 解 . 


2 第 1 章 一 阶 方 程 
一 
当 解 在 一 个 点 io 处 的 取 值 uo 确定 后 , 出 现在 解 中 的 常数 就 完全 确定 . 假设 
满足 这 个 微分 方程 的 函数 z(t) 还 要 求 满足 z(t0) = uo, 于 是 我 们 就 必 有 keri 二 uo, 
AT k= uoe-*%. 这 样 我 们 就 确定 了 上 的 取 值 ， 从 而 这 个 方程 在 满足 特定 初始 条 
件 z(to) = uo 时 有 唯一 解 . 为 简单 起 见 , 我 们 常 取 to = 0, 此 时 = uo. 在 上 面 取 
to = 0 并 不 失 一 般 性 , 因为 如 果 ult) 是 满足 u(0) = wo 的 解 , 则 函数 v(t) = u(t —to) 
就 是 满足 v(to) = uo 的 解 . 
通常 将 上 面 的 问题 写成 初 值 问题 的 形式 : 


x’ =az, x(0) = uo. 


初 值 问题 的 一 个 解 z(t) 不 仅 要 满足 微分 方程 , 而 且 还 要 在 1 = 0 处 取 特 定 的 初 
值 uo. 

注意 这 个 微分 方程 在 上 = 0 时 有 一 个 特别 的 解 , 即 常 值 解 z(t) 三 0. 像 这 样 的 
常 值 解 称 为 该 方程 的 平衡 解 或 平衡 点 . 平衡 解 通常 都 是 微分 方程 最 重要 的 解 . 

在 方程 ” = az 中 , 常数 a 可 以 看 成 一 个 参数 , 当 a 变化 时 ， 方程 就 变 了 , 当然 
解 也 要 随 之 变化 . 我 们 能 否定 性 地 描述 解 的 变化 呢 ? 这 里 a 的 符号 将 是 关键 : 

(1) 如 果 a >0, 当 k>0 AY, 极限 limo kett BF 00, 4k <0 时 , 该 极限 等 
于 一 cci 

(2) 如 果 a = 0, kett 是 常数 ; 

(3) 如 果 a < 0, limo ke = 0. 
通过 作 解 的 简 图 可 以 形象 地 描述 解 的 定性 行为 . 注意 当 a FRE (ELAN fi (et, 解 的 
行为 相当 不 同 . 当 a > 0 时 ( 见 图 1.1), 所 有 的 非 零 解 随 着 t 增加 都 远离 平衡 点 (在 
0 点 ), 而 当 a <0 时 ( 见 图 1.2), 所 有 的 非 零 解 随 着 增加 都 趋 于 平衡 点 . 当 平衡 点 
附近 的 解 都 远离 它 时 , 我 们 称 该 平衡 点 是 一 个 源 点 ; 而 当 附近 的 解 都 赵 于 它 时 , 该 
平衡 点 就 称 为 一 个 汇 点 . 


Mit 方程 z=azr 在 a>0 时 解 的 图 像 和 相 线 , 其 中 每 一 个 函数 图 像 都 表示 -一 个 解 
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我 们 还 可 以 将 解 画 在 相 线 (phase line) 上 来 描述 解 . 因为 解 z(t) 为 时 间 的 函数 ， 
我 们 可 以 将 z(t) 看 成 一 个 沿 实 直线 运动 的 质点 . 在 平衡 点 处 , 质点 保持 不 动 (用 一 
实心 圆 点 表示 ), 而 其 他 解 则 沿 z 铀 上 下 运动 , 在 图 1.1 中 用 箭头 表示 . 

在 某 种 意义 下 , 当 a 关 0 时, 方程 x = az 是 稳定 的 . 精确 地 说 , 当 a 用 一 个 与 
之 同 号 的 b 替换 时 , 解 的 定性 行为 不 发 生 改 变 . 但 当 a = 0 时 , a 的 微小 改变 都 将 
根本 地 改变 解 的 行为 . 于 是 , 我 们 说 单 参数 微分 方程 族 = oz TE = 0 处 出 现 了 
一 个 分 贫 . 


图 1.2 方程 x’ = az 在 a<0 时 解 的 图 像 和 相 线 


1.2 合理 的 物种 总 量 模型 


前 面 的 微分 方程 r = arla > 0) 可 以 看 成 一 个 简单 的 物种 总 量 增长 模型 . 变 
量 z(t) 代表 某 个 物种 在 时 刻 t 的 总 量 . 当 我 们 假设 总 基 的 增长 率 ( 即 dz/dt) 与 总 
EREE, 就 得 到 该 微分 方程 . 当然 , 这 一 简单 的 假设 忽略 了 许多 影响 总 时 增长 
的 因素 , 例如 , 实际 的 总 其 不 可 能 无 限制 地 增长 . 

为 了 在 物种 总 量 异型 中 将 这 种 限制 考虑 进来 , 我 们 进一步 假设 : 

(1) 当 总 量 较 小 时 , 总 量 增长 率 几 乎 与 总 其 成 正比 ; 

(2) 但 当 总 量 增长 到 很 大 时 , 增长 率 就 变 成 负 的 ， 

合理 总 量 增 长 模型 就 是 满足 这 些 假 设 的 一 个 微分 方程 , 其 方程 为 


x’ =az(1- =). 


XE a fil N 为 正 参数 : a 为 z 较 小 时 的 总 量 增长 率 , 而 Y 则 代表 一 种 “理想 "总 量 或 
RRE”. 注意 , 当 z 较 小 时 , 该 微分 方程 本 质 上 就 是 x = ar 因为 1-(zAV) ~ I), 
但 当 z > N 时 , WE z' < 0. 从 而 这 一 简单 方程 满足 上 述 的 假设 . 必须 说 明 的 是 ， 
有 许多 其 他 的 微分 方程 也 满足 上 述 假设 , 而 我 们 只 是 选取 了 差不多 最 简单 的 一 个 . 


4 第 1 章 一 阶 方程 
不 失 一 般 性 , 我 们 假设 N = 1 也 即 选 取 单 位 使 得 承载 量 正 好 是 1 单位 的 总 
Ht, 而 z(t) 则 代表 在 t 时 刻 的 总 量 占 理想 总 量 的 比例 . 这 样 合理 方程 就 简化 成 
a’ = falz) = az(1 — z). 
这 是 一 个 一 阶 、 自 治 、 非 线性 微分 方程 的 例子 . 之 所 以 称 为 一 阶 是 因为 在 方程 中 
只 出 现 了 z 的 一 阶 导 数 ; 称 为 自治 是 因为 方程 的 右 端 只 与 zx AX, 而 与 时 间 上 无 
K; 称 为 非 线 性 是 因为 Jal) 是 z 的 非 线 性 函数 . 前 一 个 例子 xz' = az 则 是 一 阶 、 


自治 、 线 性 微分 方程 . 
合理 微分 方程 的 解 可 以 很 容易 地 用 分 离 变 其 得 到 , 先 分 离 变 基 再 积分 就 有 : 


fas- fo 


然后 将 左 端的 被 积 函数 写成 部 分 分 式 : 


分 别 对 等 式 两 端 积分 , 再 求 > 就 可 以 得 到 


Ket 
a(t) = 1 十 Ket’ 


其 中 K 是 积分 时 产生 的 任意 常数 . 将 上 = 0 代入 上 式 可 解 得 


27(0) 
K= 1 — z(0)` 


利用 这 个 式 子 , 可 以 将 解 重 写 为 


x(0)e 
1 — £(0) + x(0)e% 


于 是 , 上 述 解 的 表达 式 对 任意 的 初始 总 量 z(0) 都 成 立 . 当 z(0) = 1 时 , 因为 解 为 
a(t) = 1, 我 们 得 到 一 个 平衡 解 . 类 似 地 , z(t) = 0 也 是 一 个 平衡 解 . 

于 是 , 我 们 就 有 了 合理 微分 方程 解 的 存在 性 . 但 暂时 我 们 还 无 法 保证 这 就 是 方 
程 的 全 部 解 , 当 在 第 7 章 讨论 微分 方程 解 的 存在 唯一 性 问题 时 , 我 们 会 继续 研究 这 
一 问题 . 

为 了 对 解 的 行为 有 一 些 定性 认识 , 我 们 画 出 该 方程 的 斜率 场 . 方程 的 右 端 确 
定 了 解 的 图 像 在 每 一 时 刻 t 的 斜率 . 如 图 1.3, 在 te 平面 上 作 一 些 很 短 的 斜 线 , 这 
些 短 斜 线 在 (t,x) 点 处 的 斜率 为 uz(1 - z). 解 的 图 像 必 须 与 这 个 斜率 场 处 处 相 切 . 
从 图 上 易 见 , 所 有 对 应 于 初 值 z(0) > 0 的 解 都 趋向 于 理想 总 量 z( = 1, 这 正好 与 - 
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我 们 的 假设 吻合 . 当初 值 z(0) < 0 时 , 解 将 趋 于 一 co. 当然 这 些 解 在 总 其 模型 中 是 
没有 意义 的 . 


NS 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
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图 1.3 方程 zx = czr(1- 2) 的 斜率 场 、 解 的 图 像 和 相 线 


注意 , 我 们 还 可 以 从 函数 falc) = az(1 — 2) 的 图 像 上 认识 这 些 行为 . 该 函数 
图 像 ( 见 图 1.4) 与 z 轴 交 于 z = 0 和 z = 1 两 个 点 , 这 正 对 应 于 两 个 平衡 点 . 当 
0<z<1 工 时 , falz) > 0, 从 而 在 任何 满足 0<z<1 的 (t,x) 点 处 , 斜率 为 正 数 , 从 
而 解 在 这 个 区 域 将 增加 . 而 在 x < 0 或 z > LEN, falt) < 0, 故 解 将 减 小 , 正如 图 1.3 
的 解 的 图 像 和 相 线 所 示 ， 


05 ] 
图 1.4 %4%a=3.2 时, BR fo(z) = az(1- r) HAR 


同样 , 我 们 还 可 以 从 fa 的 图 像 上 看 出 : z = 0 是 一 源 点 而 > = 1 是 一 汇 点 . 在 
z= 10 附近 , 当 z > 0 时 , fo(z) > 0, 斜率 为 正 , 解 增加 ; 但 当 z < 0 时 , fale) < 0, $ 
率 为 负 , 解 减 小 . 这 意味 着 附近 的 解 都 要 远离 0, 即 0 为 源 点 . 同样 , 1 为 汇 点 . 

此 外 , 我 们 还 可 以 通过 分 析 得 到 这 些 信 息 . 由 于 f(z) = a- 2az, 从 而 有 
FLO) = a > 0 W fiO) = -a <0. FF fa(0) >0 当 z 通 过 0 时 , 余 率 将 单调 增加 ， 
FRE z = 0 的 下 方 , 斜率 取 负 值 , 而 在 x = 0 的 上 方 , 斜率 取 正 值 . 因而 , 解 要 远 
Bc =0. 同样 , 及 (1) < 0 将 使 得 解 趋 于 x = 1, 从 而 使 得 这 个 平衡 点 成 为 一 汇 点 . 
在 今后 , 我 们 会 遇 到 很 多 这 样 通过 计算 导数 来 确定 平衡 点 附近 解 的 定性 行为 的 例 
子 . 
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例 为 了 进一步 解释 这 种 定性 分 析 的 思想 , 我 们 来 考虑 微分 方程 


zg’ = g(x) =x- r’. 


该 方程 有 3 个 平衡 点 , z = 0, 士 1. 由 于 g'(x) = 1 - 3r, 所 以 g'(0) = 1 从 而 平衡 点 
0 为 一 源 点 . 同样 , g' (+1) = -2, 所 以 在 +1 处 的 平衡 点 为 汇 点 . 在 这 些 平衡 点 之 间 
的 斜率 场 非 零 . 利用 这 些 信 息 , 我 们 可 以 立刻 作出 方程 的 相 线 ( 见 图 1.5). m 
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图 1.5 方程 ?=z 一 zx? 的 斜率 场 、 解 的 图 像 和 相 线 


1.3 ” 常 值 收割 与 分 贫 


现在 将 物种 的 收割 考虑 进来 以 修改 合理 异型 . 假设 物种 遵循 参数 a = 1 时 的 
合理 假设 , BENATA RRR h 被 收割 . 此 时 , 微分 方程 为 


一 2(1 一 2Z) 一 


其 中 六 > 0 为 一 新 参数 . 
下 面 我 们 不 解 方程 (该 方程 可 以 解 出 , 见 本 章 的 习题 6) 而 直接 利用 函数 


Sn(a) = z(1 — 7)— 


的 图 像 来 “ 读 出 ” 解 的 定性 行为 . 在 0 <h<1/4,h=1/4 及 hh > 1/4 三 种 不 同 的 
情况 下 , 图 1.6 作出 fi 的 图 像 . 直接 计算 可 得 : 当 0 < h < 1/4 时 , 六 有 两 个 根 ; 当 
h = 1/4 时 有 一 个 根 ; 而 当 h > 1/4 时 , 没有 根 (如 图 所 示 ). 从 而 , 在 0 <h<1/4 
时 , 该 微分 方程 有 两 个 平衡 点 rr 和 zr, 0 < zl < zy. 容易 验证 fi (x) > 0, 于 是 r 
是 一 源 点 , 而 fanl) < 0, 于 是 zr 是 一 汇 点 . 

当 hh 通过 = 1/4 时 , 另 一 种 分 岔 现象 发 生 了 : 4 h 单调 增加 通过 1/4 时 , 两 
个 平衡 点 zi 和 zr 重合 , M h> 1/4 时 , 平衡 点 消失 . 事实 上 , 4 h > 1/4 BY, 对 所 
有 的 x, 总 有 fala) < 0. 数学 上 , 这 意味 着 在 将 来 微分 方程 的 解 都 要 递减 到 -oo. 

我 们 用 分 岔 图 来 形象 地 记录 这 些 变化 . 在 该 图 中 , 我 们 用 h 代表 模 坐 标 , 而 对 
应 于 每 一 个 产值 , 画 出 相应 的 相 线 . 图 中 的 曲线 代表 每 个 产值 所 对 应 的 平衡 点 . 这 
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让 我 们 从 另 一 角度 看 到 , 当 h 通过 1/4 时 , 源 点 和 汇 点 融合 成 一 个 平衡 点 ， 然后 消 
失 ( 见 图 1.7). 
An 


x 


h< t4 
A=14 
A> 4 


图 1.6 函数 fa(x) = 2(1—2)—h WRR 


14 
图 17 falz) = zx(1 — s) h WDE 


在 生态 学 上 , 这 种 分 岔 对 应 于 所 研究 物种 的 灾难 . 当 收 割 率 为 1/4 REI, 
只 要 初始 总 基 充 分 大 (z(0) > x1), 总 量 就 能 保持 . 24 h= 1/4 时 , 收割 率 的 微小 变 
化 都 将 要 导致 物种 命运 的 大 变化 , 例如 , 只 要 收割 率 h> 1/4, 该 物种 就 要 灭绝 . 

上 述 现象 突出 地 说 明了 在 微分 方程 族 中 党 察 到 分 贫 是 多 人 么 地 重要 , 在 后 续 章 
节 中 , 我 们 还 会 经 常 遇 到 这 种 情况 . 必须 说 明 的 是 , 上面 的 物种 总 量 模型 虽然 简单 , 
但 它 预 测 收割 率 微 小 变化 所 导致 的 物种 灾难 性 变化 已 经 在 现实 中 被 多 次 观察 到 . 
例 ”我 们 来 看 另外 一 种 分 岔 现象. 为 此 , 我 们 考虑 微分 方程 族 


x’ = g(x) = z? — az = a(x — a), 


这 里 a 为 参数 . 该 方程 的 平衡 点 为 z = 0 和 z =a. 计算 可 得 g0) = -a, 从 而 当 
a> 0 时 ,0 是 一 汇 点 , 而 当 a < 0 时, 0 是 一 源 点 . tE, gila) = 0, 从 而 当 a <0 RY, 
t=a 为 汇 点 , 而 当 a > 0 时 为 源 点 . E a= 0 时 出 现 了 分 岔 , 因为 此 时 , 方程 只 有 
一 个 平衡 点 . 进一步 , 当 a 增加 地 通过 0 时 , 在 z = 0 处 的 平衡 点 从 源 点 变 为 汇 点 ; 
与 此 同时 , 在 z = a 处 的 平衡 点 从 汇 点 变 为 源 点 . 这 一 分 岔 图 如 图 1.8 所 示 。 B 
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图 18 2 =r? -ar HRA 


14 周期 收割 与 周期 解 


现在 不 再 假设 在 合理 模型 中 的 收割 率 为 常数 ,例如 , 许多 种 类 的 鱼 群 在 温暖 
季节 的 收割 率 比 在 寒冷 月 份 的 收割 率 要 高 . 于 是 , 假设 物种 的 收割 率 是 周期 变化 
的 . 
x’ = f(t,x) = ar(l — x) — h(1 +sin(2nt)) 

就 是 这 样 的 一 个 模型 , 其 中 a 入 都 是 正 参数 ( 见 图 1.9). 收割 率 在 时 刻 t = 3 +n 
(n 代表 年 份 , n 为 整数 ) 时 达到 最 大 值 -2h; 而 正好 在 半年 后 , 即 = z +n it 
达到 最 小 值 0. HERA URE AT, 从 而 这 是 一 个 非 自治 的 微分 
方程 的 例子 . 如 同 在 自治 情形 一 样 , 该 方程 的 一 个 解 z(t) 必须 对 所 有 的 都 满足 


z(t) = f(t,z(t)). 此 外 , 该 方 笃 不 再 是 可 分 离 变量 的 , 我 们 无 法 用 通常 微 积分 的 方 
法 求 出 解 的 解析 表达 式 , 这 迫使 我 们 去 采用 更 加 定性 化 的 方法 . 


ENSIZ el a a ~ 
a ~ ae 
-~ eNNI A~ ~ 
ENNIS A FENN TZ ANT ~ 
NNT TSN N TTB NN TOTES 
NANT ANNA NAN TT NANT TS 
NUNS TNAVNST NALS TNQAN TSN 
VULNS SAVY ASSAY ASSAY NN 


图 1.9 x =2(1—2) —A(1+sin(2nt)) 的 斜率 场 
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为 了 描述 这 种 情况 下 总 量 的 变化 趋势 , 首先 注意 到 , 该 微分 方程 的 右 端 对 时 
HEREA 1 为 周期 的 , BD s(t + lz) = ftr) 这 一 事实 多 少 可 以 简化 求解 问 
题 ， 假 设 我 们 知道 了 所 有 初 值 问题 在 0 < t < 1 时 (不 是 所 有 时 间 ! ) 的 解 , 则 
事实 上 我 们 就 知道 了 任意 时 刻 的 解 ， 假设 z1(t) 是 定义 在 0 < t < 1 上 的 一 个 
解 , 满足 z1(0) = zo, 而 z2(t) 为 满足 za(0) = z1(1) 的 一 个 解 , 则 可 以 通过 定义 
z(t +1) = 22(t)(0 < t < 1) 将 解 x(t) 进行 延伸 . 由 于 


oi (t+ 1) = x(t) = f(t, z2(t)) = f(t + 1,ai(t + 1)), 


因而 延伸 后 的 函数 仍然 是 一 个 解 . 从 而 , 一 旦 知道 了 解 在 区 间 0 < t < 1 上 的 行为 ， 
我 们 就 可 以 用 同样 的 方法 得 到 解 在 所 有 时 间 区 间 的 行为 

其 次 , 假设 知道 了 满足 任 一 初始 条 件 z(0) = zo 的 解 在 时 刻 t= 1 时 的 取 值 
x(1), 则 对 于 每 一 个 初 值 zo, 都 对 应 十 满足 (0) = zo 的 解 z(t) 的 一 个 值 z(1). 这 
样 就 定义 了 一 个 函数 p(zo) = z(1). 将 这 个 函数 与 白 身 作 一 次 复合 , 就 得 到 了 以 zo 
为 初 值 的 解 在 t= 2 处 的 取 值 , 即 p(p(zo)) = z(2). 将 这 个 函数 与 自身 作 n 次 复合 ， 
就 可 以 算出 该 解 在 时 刻 n 的 值 , 从 而 也 就 知道 了 该 解 的 变化 趋势. 

上 述 定义 的 函数 p 称 为 该 微分 方程 的 庞 加 莱 映 射 . 有 了 这 样 一 个 函数 , 我 们 就 
可 以 从 连续 动力 系统 (微分 方程 ) 的 领域 转化 到 较 易 理解 的 离散 动力 系统 的 领域 
(迭代 函数 ). 例如 , 假设 对 某 一 个 初 值 zo 有 p(zo)] = xo, 即 zo 为 函数 p 的 不 动 点 . 则 
从 前 面 的 观察 可 知 , 对 每 一 整数 n, 都 有 x(n) = zo, 进一步 , 对 于 满足 0 <t<1 的 任 
fT t, EA z(t) = z(t+1), 从 而 对 于 所 有 的 整数 nn 都 有 z(t+n) = z(t). 这 说 明 满 足 初 
始 条 件 z(0) = zo 的 解 关于 t 是 一 个 以 1 为 周期 的 周期 函数 . 这 样 的 解 称 为 微分 方 
程 的 周期 解 . 在 图 1.10 中 , 我 们 画 出 了 具有 周期 收割 的 合理 模型 的 几 个 周期 解 . 注 
意 到 满足 初 值 条 件 z(0) = zo 的 解 是 一 个 周期 解 , 从 而 有 zo = p(zo) = p((z0))…. 
同样 , 满足 初 值 条 件 (0) = ĉo 的 解 也 是 一 个 周期 解 , 从 而 也 有 plo) = ĉo. 


x(2)=p(p (0) 


{=0 {=|1 t=2 
图 1.10 zx' = 5z(1 一 Zz) — 0.8(1 +sin(2nt)) 的 庞 加 莱 映 射 


不 未 的 是 , HPS DTE BE SED AE — EO AT EE. 所 幸 对 于 具有 有 
周期 收割 的 合理 方程 , 我 们 可 以 做 到 . 
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1.5 ”计算 庞 加 莱 映 射 


在 计算 该 方程 的 庞 加 莱 映 射 之 前 , 我 们 先 引 入 一 些 重要 的 术语 . 为 了 强调 解 
对 初 值 zo 的 依赖 关系 , 将 相应 的 解 记 为 olt, co). 函数 o: RxR 一 民 称 为 该 微分 
方程 诱导 的 流 . 如 果 将 变量 zo 固定 , 则 函数 


t 一 a(t, Xo) 


正 是 该 微分 方程 对 应 于 初 值 zo 的 解 的 另 一 种 表述 方式 . 有 时 我 们 也 将 这 个 函数 
WA w(zo). 
例 ”对 于 前 面 提 到 的 第 一 个 例子 , z' = ar, 它 的 流 为 


$lt, z0) = Toe“. 


对 于 合理 方程 (无 收割 的 情形 ), 流 为 


_ x(0)e™* 
$(t, zo) = 7 (0) 十 z(0)eot 
现在 我 们 回 到 带 周 期 收割 的 合理 方程 

x’ = f(t, x) = az(1 — zx) —A(1+sin(2nt)). 


该 方程 满足 初 值 条 件 z(0) = zo 的 解 由 上 一 olt, zo) 给 出 . 虽然 我 们 不 知道 具体 的 
表达 式 , 但 根据 微 积分 基本 定理 , 以 及 
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at t, To) = f(t, p(t, £0)), $(0, Zo) = £0, 


可 知 这 个 解 满足 
g(t, Zo) = zo +f f(s, (s, z£o))ds. 
0 


将 上 式 对 zo 求 导 , 由 链 式 法 则 可 得 
SE (t, zo) pare f Fes $(8,20)) . is ,ro)ds. 


ME, > 
z(t) = pa To). 


1.5 计算 处 加 菜 映 射 ”11 


注意 到 
z(0) = So (0,20) =1, 


将 z 对 上 上 求 导 可 得 


z(t) = sete $(t,20)) - SE t,o) = sat Gt 20)) «2(t). 


虽然 我 们 还 是 不 能 显 式 地 知道 olt ro), 但 上 一 方程 却 告诉 我 们 z(t) 满足 微分 方程 
z) = E(t, (6,20) 20 
以 及 2(0) = 1. FE LARE t, ARE Bey AN 
tt) = exp f" S(s, o(6,20))as, 


从 而 可 得 
1 
5,20) = exp | Fa ls, g(s, 0))ds. 
AIF p(xo) = 9(1, 20), 这 样 我 们 就 确定 了 庞 加 莱 映 射 的 导数 p'(zo). 注意 到 p(z) > 
0, 故 p 为 单调 增加 函数 
再 微分 一 次 可 得 


1 2 8 
p” (zo) = p'(20) ( f ag © $ls; zo)) -exp ( | BS ol zo))eu) as), 


这 个 式 子 看 起 来 很 可 怕 , 但 是 由 于 
f(t, z0) = azo(l — zo) — A(1 + sin(2nt)), 


因而 
f 
0404 
故 可 得 p" (ro) < 0. 于 是 , REMA AERE FH. 这 蕴涵 p 的 图 像 至 多 穿 
过 对 角 线 y = z 两 次 , Me 至 多 只 有 两 个 值 满足 p(z) =r. MEMES 
只 有 两 个 不 动 点 . 这 些 不 动 点 对 应 十 原 微分 方程 的 周期 解 , 而 且 这 些 解 满足 , 对 所 
有 的 t, e(t +1) = z(t). 我 们 还 可 以 这 样 说 , 当初 值 co 为 这 些 不 动 点 之 一 时 , 流 


三 —2a, 
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< 
olt, zo) 关于 上 是 以 1 为 周期 的 周期 函数 . 在 h = 0.8 的 特例 时 , 在 图 1.10 中 , 我 们 
看 见 了 两 个 这 样 的 解 . 在 图 1.11 中 ， 又 有 两 个 解 看 起 来 是 周期 的 . 注意 其 中 一 个 周 
期 解 看 起 来 吸引 附近 所 有 的 解 ， 而 为 一 个 排斥 附近 所 有 的 解 . 在 本 书 的 后 面 , 我 们 
还 会 经 常 讨论 这 些 概念 , 并 使 得 它们 更 精确 . 


图 1.11 2’ = 5z(1-z)-0.8(1+sin(2rt)) 的 几 个 解 


回想 一 下 , 该 微分 方程 还 依赖 于 收割 参数 h. 如 图 1.11 所 示 , 当 h 比较 小 时 ， 
有 两 个 不 动 点 . 将 f 对 微分 可 得 


of _ . 
Bp É 70) = —(1+sin2nt), 


于 是 , OF /Oh < 0 (BRE t = 3/4 的 情形 ), 这 续 涵 在 任 一 点 (# ro) 处 的 斜率 随 着 的 
增加 而 减 小 . 从 而 , 庞 加 莱 映 射 的 值 也 随 着 h 的 增加 而 减 小 . 从 而 h 有 唯一 的 取 值 
he, 使 得 在 该 点 处 庞 加 莱 映 射 恰好 只 有 一 个 不 动 点 . 而 当天 > h, 时 , p 没有 不 动 点 ， 
此 时 对 所 有 的 初 值 都 有 p(zo) < zo. 这 意味 着 该 物种 也 将 灭绝 a 


16 RR: 一 个 双 参 数 族 
考虑 依赖 于 两 个 参数 a 和。 的 微分 方程 族 
T = foo(r)=ar—z3—b. 


这 个 探索 的 目的 是 , 综合 本 章 提 到 的 各 种 方法 , 在 二 维 参数 平面 (ab 平面 ) 上 作出 
该 微分 方程 的 完整 图 像 . 可 以 先 对 该 微分 方程 在 计算 机 上 作 实 验 ， 但 需要 严格 验 
算 你 的 观察 结果 . 

(1) 首先 固定 a= 1, 利用 fis 的 图 像 , 对 依赖 于 “的 微分 方程 族 建立 分 盆 图 . 

(2) 对 a=0 以 及 a= 一 1 重复 上 一 步 . 

(3) 其 他 的 a 值 对 应 的 分 岔 图 是 什么 ? 
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(4) 然后 固定 b, 利用 函数 图 像 , 这 次 , 对 依赖 于 a 的 微分 方程 族 建立 分 岔 图 , 

(5) 在 ab 平面 上 , 根据 微分 方程 平衡 点 数目 的 不 同 , 勾画 出 相应 的 区 域 , 注意 
要 画 出 这 些 区 域 的 边界 . 

(6) 利用 相 线 和 Saole) 的 图 像 , 描述 当 参 数 通过 边界 时 出 现 的 分 岔 . 

(7) 详细 描述 在 a =b = 0 时, 当 a 和 (或 尼 变 化 时 出 现 的 分 岔 . 

(8) 考虑 当 人 | 很 小 时 的 微分 方程 zx = x r? -bsin(2rb). 该 如 何 描述 这 个 方 
程 的 解 ? 它 有 周期 解 吗 ? 

(9) 实验 上 , 当 b 增加 时 会 出 现 什么 ? 观察 到 分 岔 了 吗 ? 试 解释 你 观察 到 的 
现象 . 


习 是 


. 找 出 微分 方程 x = ar +3 的 通 解 , 其 中 a 为 参数 . 该 方程 有 哪些 平衡 点 ? 对 a 
的 哪些 取 值 , 平衡 点 是 汇 点 ? 又 对 a 的 哪些 取 值 , 平衡 点 是 源 点 ? 

. 对 下 列 每 个 微分 方程 , 找 出 所 有 的 平衡 点 , 并 判定 它们 是 汇 点 、 源 点 , 还 是 都 
不 是 , 同时 作出 相 线 的 简 图 . 


| 一 
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(a) x’ = x3 — 32; (b) z’ = zt — 22; (c) x’ = cos z; 
(d) z = sin? z; (e) 2! = |1 — x2|. 
3. 下 列 微分 方程 族 都 依赖 于 参数 a, 而 出 其 分 岔 图 的 简 图 . 
(a) 2’ = z? — az; (b) x’ = z? — az; (c) a’ =z? -z +a. 
4, 考虑 如 图 1.12 所 示 的 函数 f(z). 
(a) 而 出 微分 方程 > = f(z) 相 线 的 简 图 . f(x) 
(b) $ galz) = f(x) +a. 画 出 对 应 微分 方程 族 z' = 
go(z) 分 岔 图 的 简 图 . 
(c) 描述 这 个 微分 方程 族 中 出 现 的 各 种 分 岔 . 
5. 考虑 微分 方程 族 J 
x’ =ar + sinz, 
其 中 a 为 参数 图 1.12 ”函数 /的 图 像 


(a) Mih a= 0 时 相 线 的 简 图 ， 
(b) 利用 ax 和 sina 的 图 像 , 确定 在 a 从 -1 增加 到 1 时 出 现 的 所 有 分 岔 的 定 
性 行为 . 
(c) 画 出 该 微分 方程 族 分 岔 图 的 简 图 . 
6. 对 所 有 的 参数 值 h > 0, 找 出 带 常 值 收割 的 合理 微分 方程 


zg’ =2(1—2)-h 
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的 通 解 . 
7. 考虑 非 自 治 微分 方程 


11. 


12. 


13. 


14. 


2-2, MLS. 
(a) 找 出 该 方程 满足 z(0) = 4 的 一 个 解 . 描述 这 个 解 的 定性 行为 . 
(b) 找 出 该 方程 满足 z(0) = 3 的 一 个 解 . 描述 这 个 解 的 定性 行为 . 
(c) 描述 这 个 方程 的 任 一 解 在 上 一 co 时 的 定性 行为 . 


, 2-4, mRi<5, 
t = 


. 考虑 形 如 2! = az + f(t) 的 一 阶 线性 微分 方程 , 其 中 a e 及 . 4 y(t) 为 该 方程 


的 任 一 解 . 证 明 该 方程 的 通 解 为 y(t) + cexp(at), 其 中 ce 以 为 任意 常数 . 


. 考虑 形 如 z = alt)z 的 一 阶 线性 非 自治 微分 方程. 


(a) 找 出 该 系统 解 的 积分 表达 式 . 
(b) 证 明 你 所 找到 的 表达 式 为 该 系统 的 通 解 . 


. 考虑 微分 方程 rz' =r ++ cost. 


(a) 找 出 该 方程 的 通 解 . 

(b) 证 明 该 方程 有 唯一 的 周期 解 . 

(c) 计算 该 方程 的 庞 加 莱 映 射 p: {t = 0} > {t= 20} 并 利用 它 重 新 验证 该 方 
程 有 唯一 周期 解 . 

一 阶 微分 方程 的 解 不 必 对 所 有 时 间 都 有 定义 . 

(a) 找 出 方程 > = zx? 的 通 解 . 

(b) 讨论 解 的 定义 域 . 

(c) 给 出 一 个 微分 方程 的 例子 , 使 得 它 满足 z(0) = 0 的 解 只 在 -1<t<1 上 
有 定义 . 

一 阶 微分 方程 满足 给 定 初 值 条 件 的 解 并 不 总 是 唯一 的 . 

(a) 证 明 微分 方程 x = 0/3 满足 z(0) = 0 的 解 有 无 穷 多 个 . 

(b) 讨论 方程 r = 2/t,2(0) = zo 的 解 的 相应 情况 . 

(o) 讨论 方程 > = x/t?, 2(0) = 0 的 解 的 情况 . 

BW ro 为 一 阶 自治 微分 方程 zx = f(z) 的 平衡 点 . 

(a) 假设 P(zo) = 0. zo 附近 的 解 的 行为 如 何 ? 给 出 几 个 例子 . 

(b) mÈ f'(xo) = 0 而 f”(x0) 关 0 呢 ? 

(c) MR f'(xo) = f” (zo) = 0 而 f(z0) 关 0 呢 ? 

考虑 一 阶 非 自治 方程 zx = p(t)zx, 其 中 p(t) 是 周期 为 了 的 可 微 函 数 . 证 明 该 方 

程 的 所 有 解 帮 是 以 为 周期 的 当 且 仅 当 


T 
f p(s)ds = 0. 
0 


习 题 15 


15. 考虑 微分 方程 zx = f(t,z), 其 中 f(t x) 对 + 和 = 连续 可 微 . 假设 对 所 有 的 上 都 
有 
Jt +T, x) = f(t,7). 


再 假设 存在 常数 pq, 使 得 对 所 有 的 t 都 有 
f(t,p) >0, f(t,g) <0. 


证 明 该 方程 有 一 个 满足 p < z(0) < q 的 周期 解 c(t). 
16. GARB Hy Fe x’ = x? 一 1 — cos(t). 讨论 该 方程 周期 解 的 存在 性 . 
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在 本 章 我 们 开始 研究 微分 方程 组 系统 . 一 个 微分 方程 组 系统 是 指 如 下 的 互相 
关联 的 nn 个 微分 方程 


Ti = Jilt, £1, 22, , En), 
z3 = Salt, 21,22, +, En), 
Ih = fn{t,©1,22,--+, En). 


这 里 方 是 n+1 个 变量 21,22, on 和 上 的 实 值 函数 , 除非 另外 声明 , 我 们 总 假设 
Ji E Ch 函数 . 这 意味 着 方 的 各 阶 偏 导数 都 存在 旦 连续 . 
为 简化 记号 , 我 们 使 用 向 其 符 号 


我 们 经 常 将 向 量 X 写成 (z1,… ,zn) 以 节省 版 面 空间 . 
这 样 我 们 的 系统 就 可 以 写成 如 下 的 简洁 形式 ; 


X’ = F(t, X), 


filt, £1, 22, +++, Tn) 
F(t, X) = : . 
falt, £1, £2,- ; Zn) 


BRS — TRE Ty EEM X(t) = (z1(t),… ,zn(t)) 的 函数 , 即 


其 中 


X"(t) = F(t, X(t)), 


我 们 将 在 2.7 节 讨论 这 个 复杂 的 问题 . 
如 果 所 有 的 H 都 不 依赖 t, 上 述 方程 组 系统 就 称 为 自治 的 , 此 时 系统 变 成 
X' = F(X). 在 本 书后 面 的 大 部 分 , 我 们 将 主要 关心 自治 系统 . 


21 二 阶 微 分 方程 17 


同一 阶 微分 方程 一 样 , 满足 F(Xo) = 0 的 向 基 Xo 称 为 系统 的 一 个 平衡 点 , 而 
该 平衡 点 则 对 应 于 系统 的 一 个 常数 解 X(t) = Xo. 

下 面 对 本 书后 面 采用 的 符号 作 一 些 说 明 , 小 写字 母 , 如 x,y, 21, 00,t 等 , 将 用 
来 代表 实 变量 ; 而 实 值 函数 则 用 f (wy) 或 Aiea, + tnt) 这 样 的 小 写字 母 表 示 ; 
大 写字 母 则 用 来 表示 向 量 , 如 X = (21,---, on), 或 向 量 值 函数 , 如 


F(z,y) = (f(x,y), 9(2,y)) 


ha(@1,°+-,2n) 
H(z1,:…, Tn) = : . 
hn(21,°++; En) 


我 们 将 用 R" 代表 n AKRAN, 于 是 R" 由 所 有 形 如 X = (z1,…,zn) 的 向 基 构 
成 
2.1 ”二 阶 微分 方程 


在 科学 和 工程 中 出 现 的 许多 最 重要 的 微分 方程 都 是 一 阶 微 分 方程 . 这 些 方程 
具有 如 下 的 形式 : 


r" = f(t,x, 2’). 
这 些 二 阶 方程 的 重要 例子 中 包括 牛顿 方程 
mz" = f(a), 
电子 工程 中 的 RLC 电路 方程 
LCx” + RCY + 2 = v(t), 
以 及 大 多 数 初等 微分 方程 课程 的 支 住 一 一 受 迫 调和 振子 
maz” + ba’ + kx = f(t). 


随 着 课程 的 展开 , 我 们 将 深入 讨论 这 些 方程 以 及 它们 之 间 的 关系 . 但 是 , 首先 注意 
到 , 如 果 引 入 第 二 个 变量 y = r, 这 些 方程 部 只 是 一 般 二 维 微分 方程 系统 的 一 类 特 
例 . 

例如 , 考虑 如 下 的 常 系数 二 阶 方 程 


2 二 az' 十 pr =0. 
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MRS y=2', 则 可 将 上 述 方 程 改写 为 以 下 的 一 阶 方程 组 

Z' =y 

y’ = —br — ay. 
任何 二 阶 方程 都 可 以 通过 这 种 方式 改写 成 一 个 一 阶 方程 组 . 因而 在 本 书 的 后 面 , 我 
们 将 主要 讨论 方程 组 . 


2.2 平面 系统 


在 本 章 的 余下 部 分 , 我 们 将 讨论 平面 R? 上 的 自治 系统 . 将 它们 写成 如 下 形式 
x’ = f(z,y), 
y' = g(x,y), 
这 样 我 们 就 扔 掉 了 出 现在 函数 和 变 其 中 令 人 讨厌 的 下 标 . 同 前 面 一 样 , 我 们 将 上 
述 方程 简写 成 X’ = F(X), 其 中 X = (x,y), F(X) = F(z,y) = (f(z, y), 9(z,y)). 
与 第 1 章 中 的 斜率 场 类 似 , 我 们 将 上 述 方程 的 右 端 看 成 是 R 上 的 向 量 场 , 即 
我 们 认为 Fir, y) 代表 R? 上 的 一 个 向 量 , 其 x 分 量 和 y 分 量 分 别 为 f(z,y) 和 
g(x,y) 而 且 其 基点 为 (x,y). 例如 , 与 系统 
T =y 
y =- 
FARA HRA mE 2.1 所 示 . 注意 到 , 此 时 许多 向 量 相互 重合 , 这 使 得 图 形 很 难 
分 辨 . 为 此 , 我 们 通常 作 方 向 场 来 替代 .所谓 方向 场 就 是 向 景 场 的 归 一 化 , 即 不 考 
虑 向 量 的 长 度 而 只 考虑 其 方向 . 


A 
life =~ SS 

$ ' 

SZ) 


NN 


图 21 系统 xz = yy! = 一 x 的 向 量 场 、 方 向 场 和 一 些 解 
现在 , 该 系统 的 一 个 解 可 以 看 成 是 平面 上 一 条 形 如 (x(t), y(t) 的 参数 曲线 , 其 
中 对 每 一 个 在 点 (x(t), y(t) 处 的 切 向 量 就 是 F (x(t), y(t), BD, 解 曲线 (w(t), y(t) 
总 是 以 在 基点 (w(t), y(t) 处 切 于 给 定向 量 (a(t), y(t) 的 方式 在 平面 上 缠绕 . 
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例 ” 任 给 a cR; 曲线 
x(t) \ _/ asint 
y(t) ~ \ acost 


都 是 系统 


的 一 个 解 , 理由 如 下 : 
z(t) = acost = y(t), 
y(t) = -asint = —z(t). 


这 些 曲线 是 平面 上 半径 为 la| 的 圆周 , 当 上 增加 时 , 曲线 沿 顺 时 针 方 向 旋转 ， 当 
a =O 时 , EAH BPH RL z(t) = 0 = y(t). a 

注意 , 通过 引入 第 二 个 变量 y = r, 二 阶 微分 方程 z” = -z 与 上 述 例子 等 价 . 
这 是 一 个 二 阶 线性 微分 方程 的 例子 , 其 更 一 般 的 形式 是 


a(t)” 二 bt)z + c(t)x = f(t). 
其 中 一 个 重要 的 情形 是 所 谓 的 线性 常 系数 方程 
az” + br’ + cx = f(t), 


它 可 以 改写 成 如 下 形式 


gay 


rE, 5 f(t) 
y= a. avy a| 


一 个 更 特殊 的 人 情形 是 齐 次 方程 , 此 时 f(t) = 0. 

例 一 个 最 简单 也 是 最 重要 的 二 阶 线性 常 系数 微分 方程 就 是 调和 振子 的 方程 . 该 
方程 措 述 了 与 一 个 弹簧 相连 的 质点 运动 . 弹簧 的 另 一 端 固定 在 一 垂直 的 墙 上 , 而 
容许 质点 沿 水 平方 向 滑动 . 用 zx 代表 质点 离开 其 自然 平衡 位 置 的 位 移 (z > 0 表示 
弹簧 被 拉 伸 , 而 > < 0 则 表示 弹簧 被 压缩 ) 于 是 r(t) 就 是 运动 质点 的 速度 ,zy 人 
为 加 速度 . 此 时 , 弹簧 有 一 个 正比 二 x(t) 的 弹性 回复 力 , 此 外 还 有 一 个 与 运动 方向 
相反 、 正比 于 r(t) 的 摩擦 力 . 该 系统 有 三 个 参数 : m 为 振子 的 质量 , 5 > 0 为 阻尼 
系数 , 上 > 0 为 弹性 系数 ， 牛顿 定律 断言 振子 上 的 作用 力 等 于 其 质量 乘 以 加 速度 . 
于 是 , 带 阻尼 的 调和 振子 的 微分 方程 为 ， 


ma" + ba’ + kx = 0. 
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b= 0 时 , 振子 称 为 无 阻尼 的 , 否则 称 为 带 阻尼 的 调和 振子 . 这 是 一 个 二 阶 线性 
常 系数 齐 次 微分 方程 的 例子 . 作为 一 个 系统 , 调和 振子 方程 成 为 


三 一 一 2 一 一 久 . 
m m 


更 一 般 地 , IL AE AGE SB — SPE, 如 将 垂直 墙 面前 后 周期 移动 . 
这 样 的 外 力 通 常 只 依赖 于 时 间 , 而 与 位 署 无 关 ， 于 是 我 们 得 到 下 面 的 受 迫 调和 振子 
系统 
mz” + br’ + kx = f(t), 


其 中 f(t) 代表 外 力 . 这 是 一 个 非 自治 的 二 阶 线性 方程 n 


2.3 ”代数 预备 知识 


. 在 进一步 讨论 微分 方程 系统 之 前 , 我 们 需要 先 提 一 下 相关 代数 方程 组 系统 的 
一 些 初等 事实 . 我 们 将 常常 遇 到 如 下 的 方程 组 ， 


az + by =a, 
cx + dy = Ø, 


其 中 @,b,c,d 以 及 a,8 都 是 事先 给 定 的 . 上 述 方程 可 用 和 矩阵 形式 写成 
a b z\ [a 
ed}/\y} AH 


用 和 表示 2 x2 的 系数 矩阵 
4 人 ( 
cd 


当 假设 该 方程 组 有 解 时 , 它 的 解 是 很 容易 求 的 . 事实 上 , 这 样 的 方程 组 有 唯一 解 的 
充 要 条 件 是 4 的 行列 式 非 零 . 回忆 行列 式 的 定义 


det A = ad — be. 


当 det A = 0 时 , 可 能 有 解 也 可 能 无 解 , 但 如 果 有 解 的 话 , 则 事实 上 有 无 穷 多 解 . 
如 果 det 4 =0, 在 a=86=0 的 特殊 情形 ， 
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总 有 无 穷 多 解 . 事实 上 , MRA 中 的 系数 a 非 零 , MA x = —(b/a)y, 从 而 


b 
-c(2) y+ay=0. 


于 是 (ad — bc)y = 0. 由 于 det A = 0, 方程 的 解 为 (-(ba)y 切 , 其 中 y 是 任意 的 . 这 
意味 着 , 任 一 解 都 位 于 平面 上 过 原点 的 一 条 下 线 上 . 只 要 4 中 的 元 素 有 一 个 非 零 ， 
都 会 有 类 似 的 解 直线 . 我 们 不 用 太 担 心 4 中 的 元 素 都 为 零 的 情形 , 事实 上 , 我 们 将 
完全 不 关心 这 种 情况 . 

设 V 和 W 为 平面 上 的 两 个 向 量 . 称 两 个 非 零 向 量 了 和 W 为 线性 无 关 的 ， 
meV AW 不 在 过 原点 的 同一 条 直线 上 . 向 量 V 和 W 称 为 线性 相关 的 , 如 果 
YY 和 全 中 有 一 个 为 零 向 量 , 或 它们 在 过 原点 的 同一 条 直线 上 . 

平面 上 两 个 向 量 线性 无 关 的 一 个 几何 判 据 是 它们 的 指向 既 不 相同 也 不 相反 。. 
即 , RAF V 和 W 是 线性 无 关 的 当 且 仅 当 对 任意 的 实数 A V AAW. 线性 无 
关 一 个 等 价 的 代数 判 据 为 ， 
命题 ”假设 向 其 六 = (v1, v2), W = (wi, we). W V 与 W 是 线性 无 关 的 当 且 仅 当 


YEAR A ESR, 见 本 章 的 习题 11. E 
只 要 有 了 一 对 线性 无 关 的 向 量 V 和 W, 则 任意 给 定 的 向 其 Z eR? 部 可 以 唯 
一 地 写成 V 和 W 的 线性 组 合 , 也 就 是 说 可 以 找到 实数 对 a 和 6 使 得 


Z=aV + hw. 
并 且 , 这 样 的 a 和 6 是 唯一 的 . 为 此 , 假设 Z = (21,22). 于 是 就 要 求解 方程 组 


zı = av, + Bun, 


z2 = av + Bw, 


这 里 vi,wi 和 z 是 已 知 的 . 但 是 因为 


上 述 方程 组 有 唯一 解 (a, 8). 我 们 称 线性 无 关 的 向 量 了 Y 和 W 为 R? 的 一 个 基 . 相 
对 于 信和 丈 , 任 一 向 量 2 都 有 唯一 的 “坐标 ”, 即 满足 2 = V+ BW 一 元 数组 
(a, B). 
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例 显然 单位 向 量 El = (1,0) 和 Ez = (0,1) 构成 了 R 的 一 个 基 , 这 个 基 称 为 R 
的 标准 基 . Z 在 标准 基 下 的 坐标 就 是 2 的 “通常 ” EELEE (x,y). a 
例 向 量 Vi= (1,1) M Vi = (-1,1) 也 构成 了 R? 的 一 个 基 . 在 这 个 基 下 , B 的 
坐标 是 (1/2, —1/2), 而 Ez 的 坐标 是 (1/2,1/2), 理由 如 下 : 


1Y_1/1Y 1f-1 
oJ 2\1 2\ 4 
0\_1/f1\ 1/-1 
1) 2\1 2\ 14 
这 种 “坐标 变换 * 在 后 面 将 会 变 得 重要 . 


例 向 量 Vi = (1,1) A Vi = (-1,-1) 不 能 构成 R 的 一 个 基 , 因为 它们 是 共 线 
的 . 这 两 个 向 量 的 任 一 线性 组 合 都 具有 如 下 形式 ， 


sirevan( 8), 


它们 都 位 于 过 原点 ,Vi 及 Ve 的 直线 上 . a 


2.4 平面 线性 系统 


我 们 现在 将 注意 力 集中 到 最 重要 的 一 类 平面 微分 方程 系统 , 也 即 线性 系统 . 在 
自治 情形 , 这 些 系统 有 如 下 简单 的 形式 


x’ =ar + by, 
y’ = cx + dy, 


这 里 ob cd 为 常数 . 记 


为 系数 和 矩阵, 此 时 系统 可 以 简写 成 
X’ = AX. 
注意 到 原点 总 是 线性 系统 的 一 个 平衡 点 . 为 了 寻找 其 他 的 平衡 点 , 我 们 需要 
求解 代数 方程 组 的 线性 系统 


az + by = 0, 
cx + dy = 0. 
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这 个 系统 有 非 零 解 当 且 仅 当 det A = 0. 在 前 面 我 们 已 经 知道 , 当 det A= 0 时 , 则 
有 一 条 通过 原点 的 直线 , 上 面 的 每 一 个 点 都 是 平衡 点 . 于 是 我 们 得 到 : 
命题 

(1) 当 det A #0 时 , 平面 线性 系统 X' = AX 有 唯一 的 平衡 点 (0,0); 

(2) 当 det A = 0( 并 且 A 不 是 0 矩阵 ) 时 ,平面 线性 系统 X = AX 的 平衡 点 
由 一 条 直线 构成 . a 


2.5 ”特征 值 和 特征 向 量 


现在 我 们 来 研究 如 何 寻 找 线性 系统 X = AX 的 非 平衡 点 解 . 此 时 , 一 个 关键 
的 观察 是 : 假设 Vo 为 一 非 零 向 量 , 满足 AVo =AVO(A € R), 则 函数 


X(t) =e*Vo 
为 系统 的 一 个 解 . 为 此 , 我 们 作 如 下 计算 : 


X'(t) = Ae Vo 
=e™(AVo) 
=e(AVo) 
= A(e**V) 
= AX(t). 


这 表明 X(t) 确实 为 系统 的 一 个 解 . 这 样 的 向 量 Vo 以 及 与 之 相关 的 标量 有 下 面 的 
名 称 : 
定义 ”一 个 非 零 向 量 Vo 称 为 4 的 一 个 特征 向 量 , 如 果 对 茶 个 实数 和 , AVo = AVo， 
常数 入 则 称 为 4 的 一 个 特征 值 . E 
刚才 我 们 已 经 看 到 , 特征 值 、 特 征 向 量 和 微分 方程 系统 的 解 之 间 有 一 个 重要 
的 关系 : 
定理 ”假设 向 量 Ye WRB 4 属于 和 的 一 个 特征 向 量 , UB X(t) = e*tVo 为 
系统 X = AX 的 一 个 解 . | 
如 果 Vo 是 4 的 属于 特征 值 和 的 一 个 特征 向 景 , 则 Vo 乘 以 任何 一 个 非 零 的 
标 基 后 依然 是 4 的 一 个 特征 向 量 . 事实 上 , 如 果 AVo = AV, 则 对 任何 非 零 常数 
a, 我 们 有 
A(aVo) = aAVo = A(aV 0). 


例 考虑 矩阵 
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W 4 有 特征 向 量 Vo = (3,1), 相应 的 特征 值 为 入 = 2, 理由 如 下 : 
GO 人 

类 似 地 , V1 = (1,-1) 是 属于 特征 值 和 = -2 的 特征 向 量 . 


于 是 , 对 于 系统 
x (1 )x 
1 -1 


我 们 已 经 知道 了 如 下 三 个 解 : 位 于 原点 的 平衡 解 以 及 


= et 3 = e7% 1 
a0 (2), x (1) 


后 面 我 们 将 看 到 , 可 以 利用 这 些 解 立刻 生成 系统 的 所 有 的 解 , 但 现在 我 们 还 是 来 看 
看 如 何 寻找 特征 向 其 和 特征 值 . 
为 了 得 到 一 个 特征 向 量 V = (2,y), 我 们 需要 寻找 方程 


“oC 
y y 
的 一 个 非 零 解 (z,y). 在 这 个 方程 组 系统 中 有 三 个 未 知 基 : Y 的 两 个 分 量 以 及 入. 
记 了 为 2x2 的 单位 矩阵 
(0) 
I= . 
0 1 


(A—ADV =0, 


则 上 述 方程 可 以 改写 为 


其 中 0 代表 向 量 (0,0). 

入- 和 I 也 是 一 个 2x 2 矩阵 , RICKS AD. 在 前 面 我 们 已 经 知道 线性 方 
程 组 有 非 零 解 当 且 仅 当 det(A- M) = 0. 但 该 方程 只 是 一 个 关于 和 的 二 次 方程 ， 
很 容易 求 得 它 的 根 . 方程 det(4 - AM) = 0 在 随后 将 会 频繁 出 现 , 它 称 为 特征 方程 . 
作为 和 的 函数 , det(4 - AI) 称 为 特征 多 项 式 . 因而 为 了 寻找 特征 向 量 , 首先 需要 找 
到 特征 方程 的 根 , 也 就 是 特征 值 . 然后 利用 这 些 特征 值 再 来 寻找 相应 的 特征 向 基 . 
例 ”仍然 回 到 矩阵 
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我 们 有 
4 人 (了 3 ) 
1 -1-A 
从 而 特征 方程 为 
det(A — AF) = (1 — A)(-1— A) -3 =0, 
化 简 后 得 到 


à? -4=0, 
由 此 可 解 得 特征 值 入 = +2. 对 于 入 = 2, 下 面 我 们 来 解 方程 


人- 位 


写成 分 量 形 式 后 , 我 们 得 到 方程 组 系统 


(1 — 2)z + 3y = 0， 
z+(—1— 2)y=0, 


也 就 是 -r + 3y = 0( 因 为 第 二 个 方程 是 多 余 的 ). 从 而 任何 形 如 (3y,y)(y ¢ 0) 的 向 
基 都 是 入 = 2 的 一 个 特征 向 基 . 用 同样 的 方式 , 可 以 得 到 , 任何 形 如 (v, -y)(y 4 0) 
的 向 最 都 是 和 = -2 的 一 个 特征 向 基 . E 

当然 , 聪明 的 读者 将 注意 到 , 特征 值 、 特 征 向 基 和 微分 方程 的 解 之 间 的 故事 不 
仅仅 只 是 我 们 刚刚 所 描述 的 那些 . 例如 , 特征 方程 的 根 可 能 是 复 的 , 也 有 可 能 是 相 
同 的 实数 . 我 们 将 简短 地 处 理 这 些 情 形 , 但 在 此 之 前 , 我 们 还 是 先 看 看 如 何 求解 线 
性 系统 的 问题 . 
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在 上 节 我 们 已 经 看 到 , 如 果 我 们 可 以 找到 特征 方程 的 两 个 不 同 的 实 根 和 和 
a, 则 我 们 就 可 以 得 到 微分 方程 系统 的 一 对 解 X(t) = eV, 这 里 Yi 是 属于 A 
的 一 个 特征 向 基 . 注意 这 每 一 个 解 都 是 直线 解 事实 上 , 我 们 有 Xi;(0) = Vi, 这 是 
平面 上 的 一 个 非 堆 点. 对 每 个 b MV 无 非 就 是 Vi; 乘 上 一 个 标量 , 因而 它们 都 位 
于 从 原点 出 发 经 过 Vi 的 射线 上 . 而 且 , 如 果 A: > 0, 则 有 


jim |X;(¢)| = oo 


以 及 
,lim X;(t) = (0,0). 
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当 上 增加 时 , 沿 着 通过 Vi 的 射线 , X(t) 单调 增加 到 oo, 而 当时 间 反 向 时 , X(t) 
则 沿 着 这 条 射线 趋 于 原点 . 当 A < 0 时 , 情形 则 正好 相反 , 而 当 Ni = 0 时 , Xi(t) 为 
常数 解 , 即 对 所 有 的 t, Xit) = Vi. 

已 知 这 两 个 特 解 后 如 何 找 到 系统 的 全 部 解 呢 ? 答案 是 简要 的 . 假设 有 两 个 不 
同 的 实 特征 值 入 和 X 以 及 相应 的 两 个 特征 向 晤 Yi A Vo. 容易 验证 V1 和 
Vo 是 线性 无 关 的 (见习 题 14). 于 是 Vi 和 Vz 构成 了 RP 的 一 个 基 , 从 而 任 给 点 
Zo E€ R?, 可 以 找到 唯一 的 一 对 实数 a 和 6 满足 


aVı + 8V2 = Zo. 
FRIES BBR Z(t) = aX, (t) + 8X26), 这 里 Xi(t) 就 是 刚才 的 直线 解 . 我 们 断言 
Z(t) Æ X = AX 的 一 个 解 . 为 此 我 们 来 计算 


Z(t) = QaXi(t) + 8X6) 
= oAX;(t) + BAX2(t) 
= A(aX (t) + BX2(t)) 
= AZ(t). 


其 中 的 倒数 第 二 步 来 白 于 和 矩阵 乘法 的 线性 性 (见习 题 13)， 这 样 我 们 就 说 明了 
Z'(t) = AZ(t), 因而 Z(t) 为 一 个 解 ， 而 且 , Z(t) 是 满足 Z(0) = Zo 的 解 ， 最 
后 , 我 们 断言 Z(t) 是 X = AX 满足 Z(0) = Zo 的 唯一 解 像 在 第 1 章 所 做 的 一 
样 , 假设 Y(t) 是 另 一 个 满足 Y(0) = Zo 的 解 . 于 是 我 们 就 有 


Y (t) = C(t)Vi + u(t) VD, 
其 中 5(0) = a, (0) = b. FH, 


AY (t) = Y(t) = CHV + w'(t)V2. 


AY (t) = ¢(t)AV1 + p(t) AV 2 
= A1C(t) V1 十 Mz.(t) Ve. 


这 样 我 们 就 得 到 
C(t) = MC), 
y(t) = Agu(t), 


以 及 ¢(0) = a, (0) = 8. 从 第 1 章 的 结论 立 得 


C(t) =ae™*, p(t) = Be, 
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0 


从 而 Y(t) 就 等 于 Z(t). . 

作为 一 个 推论 , 我 们 就 得 到 了 , 对 于 任意 给 定 的 Zo e R?, 系统 X' = AX AME 
一 的 解 满足 X(0) = Zo. 所 有 这 些 解 的 全 体 称 为 X' = AX 的 通 解 . 即 , X’ = AX 
的 通 解 是 指 对 每 一 Zo € R?, 初 值 问 题 X (0) = Zo 的 唯一 解构 成 的 全 体 . 

我 们 已 经 证 明 ， 
定理 ”假设 A 有 一 对 实 特征 值 X: A Ao, 相应 的 特征 向 基 为 Yi 和 V2. 则 线性 系 
统 X' = AX 的 通 解 为 

X(t) = aò tV, + Be?*Vo. B 
例 ”考虑 二 阶 微分 方程 
r” +32’ 十 27 =0. 


这 是 早先 讨论 的 带 阻尼 的 调和 振子 的 一 个 特例 , 其 中 质量 为 1, 弹性 系数 为 2 H 
尼 系 数 为 3. 作为 一 个 系统 , 这 个 方程 可 以 改写 为 


0 1 
x'= ( 2 ,)x=4x: 


. A2 43442 =(A4+2)(A41) = 0， 
从 而 系统 的 特征 值 为 -1 和 -2. 属于 特征 值 -1 的 特征 向 量 可 以 通过 求解 方程 


el) 


得 到 . 上 述 方程 的 分 量 形式 为 


其 特征 方程 为 


r+y=0, 
一 27 — 2y = 0. 


从 而 , (1, 一 1) 是 属于 特征 值 -1 的 一 个 特征 向 量 . 类 似 的 计算 可 得 (1, -2) 是 属于 
特征 值 -2 的 一 个 特征 向 量 . 易 见 这 两 个 特征 向 其 是 线性 无 关 的 . 于 是 根据 前 面 的 
定理 , 该 系统 的 通 解 为 


fl afl 
X(t)=ae (1, )+0"( 4). 


即 , 质点 的 位 置 由 解 的 第 一 个 分 量 给 出 


a(t) = ae’ + pe”, 
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而 质点 的 速度 则 由 第 二 个 分 量 给 出 


y(t) = 2’(t) = —ae-* — 28e7%, E 


2.7 ”线性 又 加 原理 


上 一 节 讨 论 的 定理 是 一 般 n 维 线性 系统 基本 定理 一 个 很 特殊 的 情形 , 这 个 一 
般 的 定理 将 在 6.1 节 中 证 明 . 这 个 结论 在 二 维 情形 可 以 如 下 描述 : HX’ = AX 是 
一 平面 线性 系统 ，Y1(t) 和 Yot) 是 它 的 两 个 解 , 则 函数 aY1(t) + BY2(t) 也 是 该 
”系统 的 一 个 解 . 证 明 这 个 结论 并 没有 用 到 特征 值 是 实 的 且 是 不 同 的 . 这 个 事实 称 
APARNA. 更 重要 的 是 , 如 果 初 值 条 件 Y1(0) 和 ¥2(0) 是 线性 无 关 的 向 量 ， 
则 它们 构成 了 R 的 一 个 基 , PEER Xo ER, 可 以 确定 常数 a 和 B 使 得 
Xo = a¥1(0) + BY2(0), 于 是 线性 普 加 原理 告诉 我 们 , 满足 初 值 条 件 X (0) = Xo 
的 解 就 是 X(t) = aY (t) + BY2(t). 从 而 我 们 就 得 到 了 系统 任 一 给 定 初 值 问题 的 
一 个 解 . 第 6 章 关 于 线性 系统 的 存在 唯一 性 定理 将 说 明 这 样 的 解 是 唯一 的 . 这 一 
重要 的 结论 可 以 总 结 成 ， 
定理 WX’ = AX 为 一 平面 线性 系统 , vi(b M Yt) 是 它 的 解 ， 而 且 向 最 Y1(0) 
和 Y2(0) 是 线性 无 关 的 . 则 . 


X(t) = a¥(t) + BY a(t) 
是 系统 满足 初 值 条 件 Xo = aY 1(0) 4+ 8Y2(0) 的 唯一 解 
习 题 
1. 找 出 下 列 2 x 2 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 


3 1 2 1 a b 1 3 
Œ (; 1 (; ') ©) (: ) © & wn) 


2. 找 出 下 列 线性 系统 的 通 解 ， 
,_ {12 ,_ {12 
ax- 人 (人 xz mx- (i)x 


,_{12 ,_ /1 2 
(c) X -(; 5) ox-(; 2) 


3. 试 将 图 2.2 中 的 四 个 方向 场 与 上 一 题 中 的 四 个 系统 一 一 对 应 . 
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w 


ANNANANA I f /7 
ANNNANAN I f S ro 
NANNANAA N] Zoo 
ANAANNANA N | Zeeman 
NNNANAANNA | 7 
ANNANNAN J 一 < 
NA J 一 
a | ~ 
WW ANAAARAA 
~ 人 ~ =n SNS Tans 
BRST = Ne TYAN AAAS 
BRAT a ee > DEVAN AAAS 
anaes ee ~™ my PUAAABWAYN 
anann = ery | ANNANS 
= Beemer gL ELAN EAN 
~ TEV URNAAN 
~ 一 
N + 


4 a F ao 时 , REA IE 
ta) 都 是 系统 的 解 , 并 作 该 


C 


al 
( 


0 1 
找 出 参数 a 的 取 值 ao, 使 得 A 有 实 的 重 特征 值 . 


向 基 将 会 如 何 变化 ? 
8. 描述 特征 值 为 0 和 1 


系统 的 通 解 . 找 出 满足 初 值 条 件 (0,1) 的 解 . 


时 


可 能 的 2 x 2 HERE. 


9. 给 出 一 个 线性 系统 的 例子 , 使 得 对 任 一 常数 o, 


+ bz' 十 kz = 0, 找 出 所 有 bk 的 取 值 , 使 得 该 系统 具有 
求 此 


将 这 些 方向 场 与 习题 2 中 的 系统 对 应 


h. 


征 值 . 并 
的 所 有 


并 描述 此 时 质点 的 运 亏 


图 2.2 
7. XE 2 x2 矩阵 


系统 方向 场 的 简 图 . 系统 的 通 解 是 什么 ? 


实 的 且 不 同 的 特 


的 通 解 . 
6. 考虑 调和 振子 系统 o” 


. 的 通 解 , 其 中 bc > 0. 


4. 找 出 系统 
5. RHR 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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给 出 一 个 微分 方程 系统 的 例子 , 使 得 (t,1) 是 系统 的 一 个 解 , 并 作 该 系统 的 方 
向 场 的 简 图 . 系统 的 通 解 是 什么 ? 
证 明 向 量 Y = (v1, 02) 和 W = (wi, we) 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 


aa ( 40 

V2 W2 

WEAR: 如 果 和 ,4 是 2x2 和 矩阵 A 的 实 特征 值 , UE 4 一 XI 的 非 零 询 都 是 
的 特征 向 基 . 

设 4 为 2x2 SER, Vi Al V 都 是 R? PAY HE, 试 证 明 A(aV1 + BV2) = 
aAV;,;+BAV>. 


证 明 一 个 2x2 矩阵 的 两 个 不 同 实 特 征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 . 


S35 平面 系统 的 相 图 
有 了 上 一 章 的 线性 全 加 原理 后 , 我 们 现在 来 计算 任 一 平面 系统 的 通 解 . 粗 看 ， 


似乎 有 无 穷 多 不 同 的 情形 要 讨论 , 但 我 们 将 看 到 , 最 简 形 式 的 几 个 例子 就 几乎 涵盖 
了 我 们 在 高 维 情 形 将 要 遇 到 的 所 有 解 的 类 型 . 


3.1 不同 实 特征 值 


考虑 系统 X' = AX, 假设 A 有 两 个 实 特征 值 à < Ao. 先 暂时 假设 Xi 40, . 


时 有 如 下 三 种 情形 ， 
(TD 站 XN<0<Xi (2])X<X<0 (3)0<A<A》2， 
我 们 先 对 每 种 情形 给 出 一 个 典型 例子 , 随后 我 们 将 看 到 任何 属于 这 三 类 的 系统 都 
可 以 类 似 地 处 理 . 
Oi) BEA) 首先 考虑 简单 的 系统 X = AX, 其 中 


(3 2) 
0 A2 

并 且 M <0 < Ac. 该 系统 可 以 分 解 成 两 个 不 相关 联 的 一 阶 方程 

z= Az 

y = ay. 
我 们 已 经 知道 如 何 求解 这 两 个 方程 , 但 为 了 与 后 面相 对 照 , 我 们 还 是 先 找 特征 值 和 
特征 向 量 . 系统 的 特征 方程 是 

(和 一 人)( 入 一 A2) = 9, 


于 是 Xi 和 Xz 就 是 特征 值 , 对 应 于 Xi 的 一 个 特征 向 量 是 (1,0), 对 应 于 A2 的 一 个 
特征 向 量 是 (0,1). 从 而 方程 的 通 解 为 


xiy=ae( 0) + er (o) 


由 于 à <0, 位 于 z 轴 上 形 如 aex:t(1,0) 的 直线 解 在 t 一 oo 时 趋 于 (0,0). 这 个 坐 
标 铀 称 为 稳定 线 . 由 于 à> 0, 位 于 y 轴 上 解 6ex:(0,1) 在 上 一 oo 时 , BR (0,0). 
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这 个 坐标 轴 称 为 不 稳定 线 . 由 于 在 t 增加 时 , X(t) 与 (0, Be*2t) 越 来 越 近 , 因而 在 
t — oo 时 , 其 他 的 解 (a, 8 A 0) 都 将 沿 不 稳定 线 趋 于 o. 而 在 负 向 时 , 这 些 解 都 将 
WERE RIF oc. E 

我 们 在 图 3.1 中 作出 了 该 系统 的 相 图 . 所 谓 一 个 系统 的 相 图 就 是 指 一 个 系统 
的 一 些 有 代表 意义 的 解 曲线 在 相 平面 R2 上 的 图 像 . 系统 的 这 种 平衡 点 (特征 值 满 
Æ Xi < 0 < Ao) 称 为 鞍点 . 


图 3.1 2’ = -ry = y 的 鞍点 相 图 
我 们 来 看 这 种 类 型 的 一 个 稍微 复杂 一 点 的 例子 . 考虑 系统 X = AX, 其 中 


AL (; 3 ) 
1 -1 
在 第 2 章 我 们 已 经 知道 A 的 特征 值 为 圭 2. 对 应 于 和 = 2 的 特征 向 量 是 (3,1), 而 
对 应 于 入 = -2 的 特征 向 量 是 (1, -1). 于 是 就 有 由 形 如 


的 直线 解构 成 的 不 稳定 线 , 当 t 00 时 , 这 些 解 都 将 远离 原点 . 形 如 


Xalt) = pe” ( ‘) , 


的 直线 解 则 构成 了 稳定 线 , 当 t> oo 时 , 这 些 解 都 将 趋 于 原点 . 根据 线性 又 加 原 
理 , 其 他 的 解 都 具有 形式 


X(t) = ae” G) + Bet ( 


31 不 同 实 特 征 值 ”33 
(对 某 给 定 的 a, 6). 注意 , 如 果 a AO, 则 当 上 一 oo 时 , 我 们 有 
X(t) ~ ae” (i) = X(t), 
而 如 果 BF 0, N t -oo 时 , 我 们 有 
X(t) ~ be” (3 ) = X2(t). 


于 是 当时 间 增 加 时 , 系统 的 典型 解 都 将 接近 Xa), 而 当时 间 减 少时 , 它们 将 趋 于 
和 az()( 该 系统 的 相 图 见 图 3.2). 这 正好 与 上 一 例子 相似 . 


图 3.2 2’ =2+ 3y,y =x- y HRS 


一 般 地 , 当 A 具有 一 正 一 负 的 特征 值 时 , 我 们 都 可 以 找到 类 似 的 稳定 线 和 不 
稳定 线 , 其 上 的 解 分 别 趋 于 或 远离 原点 , 而 其 他 的 解 在 1 一 oo 时 趋 于 不 稳定 线 , 在 
t 一 一 oo 时 趋 于 稳定 线 . 

Ol GOA) 现在 考虑 系统 X = AX, 其 中 


(3 2) 
0 àz 
但 是 `M < Xa < 0. 和 前 面 一 样 , 我 们 可 以 找到 两 个 直线 解 ， 从 而 得 到 通 解 


一 Ait 1 rat 0 
X(t) =ae (5) +0 (o) 


与 鞍点 情形 不 同 , 此 时 所 有 的 解 在 t 一 oo 时 都 趋 于 (0,0). AEEA: 它们 以 怎 
样 的 方式 趋 于 原点 ? 为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 来 计算 一 个 解 的 斜率 dy/dz (假设 
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B#0). it 
z(t) = ae™# 


u(t) = Be". 


于 是 ， 
dy _ dy/dt MBerat _ A2B as- 


dr dz/dt joet Ma 


因为 2 一 和 1 > 0, 从 而 这 些 斜率 趋 于 土 oo( 假 设 6 A 0). 于 是 , 这些 解 将 切 于 y 轴 趋 
于 原点 . . a 
由 于 Ar < 和 2 < 0, 我 们 称 AL 为 强 特征 值 ,xs 为 弱 特 征 值 . 此 时 之 所 以 如 此 称 
呼 是 因为 解 的 z 坐标 趋 于 0 比 其 y 坐标 趋 于 0 要 快 得 多 . 这 就 解释 了 为 什么 当 解 
趋 于 原点 时 (除了 à 的 特征 向 量 所 对 应 的 直线 上 的 解 ), 这 些 解 会 朝 弱 特征 值 所 对 
应 的 解 直线 聚集 . 
图 3.3a 给 出 了 该 系统 的 相 图 . 此 时 平衡 点 称 为 汇 点 . 


图 3.3 (a) 汇 点 的 相 图 ; (b) 源 点 的 相 图 
一 般 地 , 如 果 系 统 有 特征 值 Aa < do < 0, 对 应 的 特征 向 量 为 (ua ua) Al (v1,02), 


则 它 的 通 解 为 
get | 全 + Ber j), 
u? v2 


dy _ Axae*!fug + Az Ger?" vo 
dz -y ae*1 tu 十 X2Gexztul 


全 十 | e72t 


解 的 斜率 为 


~ \ dyae*1tuy + Ap Ber2ty, J e~t 


Mae Nt + AgBue 
Ayae@1—A2)¢u) + Abu 
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它们 将 趋 于 Ao 的 特征 向 基 的 斜率 v/v, 除非 8 = 0. 如 果 8 = 0, 我 们 的 解 是 特征 
值 Xi 所 对 应 的 直线 解 . 因此 , 所 有 的 解 (除了 那些 强 特 征 值 所 对 应 的 直线 解 ) 都 与 
弱 特 征 值 所 对 应 的 直线 解 相 切 地 趋 于 原点 . 
例 ”( 源 点 ) 当 矩阵 
Az (* 0 
0 ro 


满足 0 < Az < Xi 时 , 对 应 的 向 量 场 可 看 成 是 上 一 个 例子 的 负 向 量 场 . 其 通 解 和 相 
图 都 是 一 样 的 , 只 是 所 有 的 解 都 沿 着 相同 的 路 线 远离 (0,0)( 见 图 3.3b). a 

RE, 可 能 有 人 会 说 我 们 所 展示 的 例子 过 于 简单 了 . 现在 看 来 的 确 如 此 , 但 是 
随后 我 们 将 看 到 , 任何 具有 不 同 实 特征 值 的 微分 方程 系统 都 可 以 通过 坐标 变换 化 
成 这 种 特殊 形式 . 

最 后 , 当 有 一 个 特征 值 等 于 0 时 , 情况 会 有 些 特别 . 我 们 已 经 知道 , 此 时 有 一 
条 直线 上 的 点 全 都 是 平衡 点 如果 另 一 个 特征 值 和 AES, WA 的 符号 决定 了 其 他 
的 解 是 趋 于 这 些 平衡 点 还 是 远离 这 些 平衡 点 ( 见 本 章 的 习题 10 和 习题 11). 
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有 时 , 特征 多 项 式 的 根 会 是 复数 , 与 实情 形 类 似 , 我 们 称 这 些 根 为 复 特征 值 . 当 
矩阵 AAS HIRAM, 我 们 不 再 有 直线 解 , 然而 , 通过 利用 一 些 复数 及 复 函 数 的 技 
D, 我 们 仍然 可 以 像 以 前 一 样 得 到 通 解 . 在 下 面 的 例子 中 , 我 们 将 看 到 一 般 的 过 程 
是 怎样 的 . 

例 (中心) 考虑 系统 X = AX, 其 中 


(88) 
-6 0 
并 且 CAO. 其 特征 多 项 式 为 A + B82 = 0, 于 是 特征 值 为 虚数 +0. 如 果 不 担 心 可 
能 出 现 的 复 向 量 , 我 们 可 以 像 以 前 一 样 去 寻找 与 = 18 相对 应 的 特征 向 量 . 这 需 


要 求解 方程 组 
(2 An) G)= (6) 
-6 -i6} \y of 
由 于 第 二 个 方程 是 多 余 的 , 上 述 方程 组 等 价 于 ibr = By. 于 是 得 到 一 个 复 特征 向 
量 (1,i), 从 而 函数 
X(t) = ot ( 
1 
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AX" = AX 相应 的 复 解 . 
通常 , 对 一 个 实 微分 方程 系统 得 到 一 个 复 解 不 是 太 合 适 , 但 我 们 可 以 通过 欧 拉 
式 


> 


eô! — cos Bt + isin Bt 
来 克服 这 一 点 . 利用 欧 拉 公式 , 可 将 解 写 成 


X(t) = cos Bt + isin BL _ cos Bt + isin Gt 
~ i(cos Bt + isin Gt) oe sin Bt + icos Gt } 


将 X(t) 的 实 部 和 虚 部 分 开 , 可 以 写 得 更 好 些 


X(t) = XRe (t) +iXim (t), 


_ cos Bt _ {singt 
Xre (t) = (8) » Xim (8) = (ne) 
但 是 现在 , 我 们 发 现 X Re (t) 和 Xim (t) 都 是 原 系统 的 ( 实 ) 解 . 为 此 , 我 们 来 简单 地 
验算 一 下 ， 
Xe (t) +i Xm (t) = X(t) = AX(t) = A(X re (t) + iX im (t)) 


= AX re (t) + i AX In (t). 


由 于 实 部 和 虚 部 分 别 相等 , 从 而 就 有 X kelt) = AXne (t) 和 Xim (t) = AXtm (t), 
这 表明 实 部 和 虚 部 都 是 解 . 进一步 , 由 于 


XRe (0) = (3). Xm (0) = (9) 


X(t) = (1 X pe (t) + coX im (t) 
就 给 出 了 任 一 初 值 问题 的 一 个 解 , 其 中 cl 和 co 为 任意 常数 . 
我 们 断言 上 式 也 是 方程 的 通 解 . 为 此 , 我 们 需要 说 明 方 程 只 有 这 些 解 . 否则 ， 
假设 


共 中 


它们 的 线性 组 合 


为 另 一 个 解 , BELAR f(t) = (u(t) + iv(t))e*, 对 它 求 导数 并 利用 Y(t) 是 解 的 
事实 可 得 SO = 0. FE, u(t) + ivt) 是 一 个 复 常数 乘 上 co", 由 此 可 得 Y(t) 就 
是 XRe (t) 和 X im (t) 的 一 个 线性 组 合 . 
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可 以 看 到 , 所 有 的 这 些 解 都 是 周期 为 21/6 的 周期 函数 , 事实 上 , 从 系统 的 相 
图 可 以 看 出 , 所 有 的 解 都 在 以 原点 为 中 心 的 圆周 上 . 当 8 > 0 时 , 解 沿 圆周 顺 时 针 
旋转 , 而 当 8 < 0 时 则 反 时 针 旋 转 ( 见 图 3.4). 这 种 类 型 的 系统 称 为 一 个 中 心 。 m 


WS 


图 3.4 中 心 的 相 图 
例 “( 螺 线 汇 点 和 螺 线 源 点 ) 一 般 地 , 考虑 系统 X = AX, 其 中 


a-(% 8 
-B a , 
并 且 a, 840. 其 特征 多 项 式 为 2? -20r+ 0? + 6, 特征 值 为 入 = aib. FartiZ 
相对 应 的 一 个 特征 向 量 由 方程 


(a — (a + ib))z + By =0 


所 确定 . 从 而 1) 仍然 是 一 个 特征 向 量 , 由 此 可 得 如 下 的 复 解 


X(t) = elotisye ( =e% ( cos ĝt ) + ie% (ana = XRe (t) +i Xm (t). 
i — sin ĝt cos Bt 


与 刚才 一 样 , XRe (t) 和 Xin (t) 都 是 系统 的 实 解 , 并 且 它 们 的 初 值 条 件 是 线性 无 关 
的 . 这 伴 我 们 就 得 到 了 通 解 


i ` 
X(t) = e*t cos 8 + coe™t sin Bt . 
— sin Gt cos Dt 


如 果 没 有 et 这 一 项 , 这 些 解 将 周期 地 缠绕 在 以 原点 为 中 心 的 圆周 上 , 而 多 了 e 这 
一 项 将 使 得 解 要 么 盘旋 地 进入 原点 ( 当 a < 0 时 ), 要 么 盘旋 地 离开 原点 ( 当 aw > 0 
时 ). 此 时 平衡 点 分 别称 为 螺 线 汇 点 或 螺 线 源 点 ( 见 图 3.5). E 
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3.3 重 特 征 值 
现在 剩 下 要 讨论 的 情形 就 是 A 有 重 的 实 特征 值 情形 . 它 的 一 个 简单 形式 就 是 
A BX fae 
A= h , | 
0 A 


A 的 两 个 特征 值 都 是 入 . 此 时 , 对 任 给 的 V E€ R?, 
AV = AV， 
因而 任何 非 零 向 量 都 是 特征 向 量 . 于 是 任何 解 都 可 以 写成 
X(t) = ae*V. 


每 一 个 解 都 在 通过 原点 的 直线 上 , 要 么 趋 于 原点 ( 当 入 < 0 时 ), 要 么 远 高 原点 ( 当 
入 > 0 时). 因而 , 这 是 一 种 容易 的 情形 . 
更 有 趣 的 情形 是 
入 1 
A= 
(aa) 


的 情形 . 此 时 两 个 特征 值 仍 然 都 等 于 入 但 此 时 只 有 一 个 线性 无 关 的 特征 向 量 (1,0). 
从 而 其 对 应 的 直线 解 为 
X(t) = ae% (5 . 


为 了 找到 其 他 的 解 , 我 们 将 系统 写成 
a’ =)dr+ y } 
y = Ay. 


Sy #0 时, 则 有 
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y(t) = Be. 

于 是 关于 z(t) 的 微分 方程 就 变 成 
gz’ = Mr + Be. 


这 是 关于 x(t) 的 一 个 非 自治 一 阶 微分 方程 . 可 能 会 有 人 猜测 解 的 形式 为 e^, 但 是 
其 非 自 治 项 也 是 这 种 形式 的 . 可 能 你 们 在 微 积分 课 上 已 经 知道 , 最 好 假设 解 的 可 能 
形式 为 

z(t) = ae* + pte, 
其 中 on 为 常数 . 这 种 技巧 通常 称 为 “待定 系数 法 ” . 将 上 式 代 入 微分 方程 可 得 
L= 6, 而 a 则 是 任意 的 . 从 而 系统 的 解 可 以 写成 


afl Mt 
ae (5) + (1) 


这 事实 上 就 是 系统 的 通 解 (见习 题 12). 

可 以 看 出 , 如 果 A < 0, 当 上 一 00, 解 的 每 一 项 都 趋 于 0. 对 于 a 和 pet 两 
项 , 这 是 显然 的 , 对 于 bte 则 可 由 罗 必 达 法 则 立刻 得 到 . 于 是 在 t> oo 时 , 所 有 
的 解 都 趋 于 (0,0). 而 当 入 > 0 时 ， 所 有 的 解 都 远离 (0,0), 见 图 3.6. 事实 上 , 解 都 是 
沿 特征 向 基 (1,0) 的 方向 趋 于 或 远离 原点 的 (见习 题 7). 


图 3.6 一 个 共有 重负 特征 值 系统 的 相 图 


3.4 坐标 变换 
在 前 面 三 节 , 除去 相 图 的 不 同 外 , 我 们 实际 上 只 处 理 了 以 下 三 种 类 型 的 矩阵 


(02): (% 8): (os): 
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其 中 在 第 一 种 情形 和 可 能 等 于 u. 

任何 这 种 形式 的 2 x 2 答 阵 称 为 标准 形 . 这 种 形式 的 系统 似乎 相当 特别 , 但 事 
实 并 非 如 此 . 任 给 线性 系统 X = AX, 我 们 总 可 以 通过 “坐标 变换 ”, 使 得 新 系统 
的 系数 矩阵 成 为 标准 形 , 从 而 变 得 容易 求解 . 下 面 我 们 就 来 做 这 件 事 . 

R? 上 的 一 个 线性 映射 或 线性 变换 ) 是 指 一 个 如 下 形式 的 函数 了 : R? 一 R? 


rT{7\- az + by 
y E cz+dy j} 
也 就 是 说 , T 的 作用 就 是 用 2 x 2 矩阵 
a b 
c d 
EREHE. 因而 我 们 认为 线性 映射 和 它 对 应 的 矩阵 是 可 以 互 换 使 用 的 , 从 而 
也 写成 
T= (: ;) 
c d 
我 们 希望 这 一 点 点 的 不 精确 不 会 带 来 混淆. 
现在 假设 全 是 可 道 的 , 也 就 是 说 矩阵 Ae S 满足 TS = ST = 了 ,其 中 


了 为 2x2 单 位 矩阵 . 习惯 上 我 们 将 矩阵 T MID T. 容易 验证 当 det T 40 
时 , 矩阵 


FEE ATE RADE, 否则 的 话 , 对 所 有 满足 上 式 的 向 甚 , 我 们 都 有 
t\_pop(*)or(° 
y y ojo 

这 样 我 们 就 证 明了 : 


命题 2x2 怎 阵 了 为 可 道 的 当 且 仅 当 detT £0. a 
现在 我 们 来 考虑 系统 
Y'=(T"'AT)Y, 
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(而 不 是 线性 系统 X = AX), 其 中 了 是 某 一 可 逆 线 性 映射 . 可 见 , 如 果 Y(t) 是 新 
系统 的 一 个 解 , 则 X(t) = TY (t) 就 是 XX' = AX 的 一 个 解 , 理由 如 下 : 


(TY (t))’ = TY'(t) = T(TT AT)Y (t) = A(TY (t)). 


也 就 是 说 , 线性 映射 工 将 Y= (TATY 的 解 变换 成 了 X = AX 的 解 . 反 过 
K, T! WX! = AX HERT Y'= (TU AT)Y 的 解 . 

从 而 工 可 以 看 成 是 一 个 坐标 变换 , 它 将 一 个 给 定 的 线性 系统 变 成 另外 一 个 系 
数 矩 阵 不 同 的 线性 系统 . 我 们 希望 的 是 , 对 一 给 定 系统 , 找到 一 个 线性 映射 T, 使 
得 经 过 变换 得 到 的 系统 Y' = (TATY 容易 求解 . 你 们 也 许可 以 猜 到 , 我 们 总 可 
以 找到 一 个 线性 映射 将 一 个 给 定 的 线性 系统 变 成 标准 形 中 的 一 个 . 
例 (ERE BREK A 有 两 个 不 同 的 实 特 征 值 A 和 A, 相应 的 特征 向 量 
分 别 为 Vi 和 Ve. WT 为 这 样 的 矩阵 , 它 的 列 向 量 是 Vi MV TERA 
TE; =V;,j = 1,2, 其 中 E, 和 Ez 构成 R? 的 标准 基 . RRA TV; = Ej, 从 
而 我 们 有 


(TT AT)E; = T AV; = THA; V;) = NT Vj = NE;. 
因而 矩阵 了 TAT 为 标准 形 


TAT = h 0 ) 
0 Az 
而 相应 的 系统 容易 求解 . E 
Bl ”我 们 来 看 一 个 更 具体 的 例子 , 设 


(人 


其 特征 方程 为 和 站 十 3 和 十 2=0, 由 此 可 得 特征 值 为 = -1 和 入 = 一 2. 通过 解 方程 


or 
y 1 -1 y 0 
可 以 求 得 与 入 = -1 相对 应 的 一 个 特征 向 量 为 (1 1); 类 似 地 , 与 入 = -2 相对 应 的 
一 个 特征 向 基 为 (0, 1). 

于 是 我 们 就 得 到 了 一 对 直线 解 , 在 上 一 co 时 , 它们 都 欧 于 原点 . 对 应 于 弱 特 征 
值 的 直线 解 在 直线 y = x L, 而 对 应 于 强 特 征 值 的 直线 解 则 在 y 轴 上 , 所 有 其 他 的 
解 都 以 切 于 直线 y = z 的 方式 趋 于 原点 . 
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为 了 将 这 个 系统 化 为 标准 形 , 取 为 以 特征 向 基 为 列 向 量 的 矩阵 ; 


1 
T= 0 | ， 
11 


从 而 


最 后 可 以 算得 


riat=(—' ° , 
0 -2 


故 TOAT 为 标准 形 . 系统 Y' = (T-!1AT)Y 的 通 解 为 


Y(t) = ae (5 + Be” (由 


从 而 X'= AX 的 通 解 为 


mo- (1°) (= (2) (1) 


于 是 , 线性 映射 T 将 系统 


y'={ 7 0 | 了 
0 -2 


Fi 


图 3.7 GY) 汇 点 情形 的 变量 替换 T 
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一 点 说 明 : 一 旦 有 了 特征 值 和 特征 向 量 , 我 们 可 以 简单 地 写 出 通 解 , 也 就 是 说 
此 时 我 们 并 不 真 的 需要 将 一 个 具体 的 系统 化 为 标准 形 , 而 之 所 以 做 这 额外 的 一 步 ， 
是 因为 当 我 们 试图 将 所 有 的 线性 系统 分 类 时 , 系统 的 标准 形 将 会 极 大 地 简化 这 一 
例 ”( 复 特征 值 ) 现在 假设 A 有 复 特征 值 otib, RE O40. 于 是 , 对 应 于 a + ip, 
我 们 可 以 找到 复 特征 向 其 Vi +iVe, 其 中 Vi 和 Ya BAK. 我 们 断言 Vi 和 
V2 是 R? 中 线性 无 关 的 向 基 . 否则 , 对 某 一 cE 及 有 Vi = cV2. 于 是 就 有 


A(V1 +iV2) = (a +i6)(Vi +iV2) = (a + i8)(c + i)V2. 


另 一 方面 , 我 们 又 有 
A(V1 +iV2) = (c+i)AVo. 


于 是 , 我 们 可 以 推 得 AVe = (a +ib) Va 由 于 左边 是 实 向 量 而 右边 是 复 向 基 , 这 不 
可 能 
由 于 Vi+iVe 是 属于 a +ib WREE, 我 们 有 


A(Vi +iV2) = (a +i8)(Vi + iV2). 
由 这 个 向 基 方 程 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 可 得 ， 


AV, =aV,-8V2 
AV. = 6BVi+aVe. 


KT BU Vi 和 V2 为 列 向 量 的 矩阵 , FERA TE; = Vj j= 1,2. PR 
Re TAT, 我 们 有 


(TT AT)E, = T~! (aV; — BV2) = aE, — PE,, 


同样 还 有 
(T-1AT)E2 = BE, + ako. 


从 而 矩阵 TAT 为 标准 形 


riar=(% ? 
—B a 7 


我 们 已 经 看 到 当 a < 0,a=0 和 a > 0t, RA Y’ = (TATY 的 相 图 分 别 对 应 . 
于 螺 线 汇 点 、 中 心 和 螺 线 源 点 . 从 而 在 经 过 坐标 变换 T 之 后 , X’ = AX 的 相 图 也 
与 其 中 之 一 等 价 . a 
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例 “( 另 一 个 调和 振子 ) 考 虑 二 阶 方程 
xz’ +42 =0, 


这 对 应 于 一 个 质量 为 1, 弹性 系数 为 4 的 无 阻尼 调和 振子 . 作为 一 个 系统 , 我 们 有 


x-( 0 5 ) x =x, 


—4 0 
其 特征 方程 为 
744=0, 
从 而 特征 值 为 +2. 与 入 = 2i 相 对 应 的 一 个 特征 向 量 是 系统 
—2ic+y = 0 
—4z —2iy = 0 


的 一 个 解 . 可 取 (1, 21) 为 这 样 的 一 个 解 , 从 而 可 以 得 到 一 个 复 解 


e2it 1 . 
2i 


将 这 个 解 分 成 实 部 和 虚 部 后 , 可 以 得 到 通 解 为 
cos 2t sin 2t 
XG) =e ( —2 sin 2t ) re (2, l 


x(t) = cı cos 2t + c2 sin 2t 


给 出 , 这 是 一 个 周期 为 7 的 周期 函数 . 
现在 , HT 为 这 样 的 矩阵 , 它 的 两 个 列 向 量 分 别 为 特征 向 (1,2i) 的 实 部 和 


虚 部 , 即 
r-( 1 2). 
0 2 


TAT = 0 2 
-2 07` 
这 是 一 个 标准 形 . 这 两 个 系统 的 相 图 见 图 3.8. TUER, TRARY’ = (T AT)Y 
的 圆 形 解 变 成 了 = AX 的 椭圆 形 解 . E 


于 是 振子 的 位 置 由 


从 而 很 容易 地 算得 


3.8 中 心情 形 的 变量 替换 T 
例 ”( 重 特征 值 ) 假 设 A 只 有 一 个 特征 值 WR A 有 一 对 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 


则 它 的 形式 必 为 
AL (; 站 
0 入 
此 时 系统 发 ' = AX 容易 求解 (见习 题 15). 


对 于 复杂 些 的 情形 , 假设 Y 是 一 个 特征 向 基 , 其 他 的 特征 向 基 都 是 了 的 倍数 ， 
任 取向 量 W 使 得 了 和 W 是 线性 无 关 的 , 于 是 存在 常数 uv ER, 使 得 


AW = kV +W, 


注意 此 时 u 40, 因为 否则 的 话 , 我 们 就 有 了 第 二 个 线性 无 关 的 特征 向 量 W( 对 应 
于 特征 值 o). 我 们 断言 > =A. WMR v- AAO, 经 过 计算 可 得 


(w+ (5) v) =v(w+ G5) v), 
这 说 明 ” 是 与 和 不 同 的 第 二 个 特征 值 . 从 而 我 们 必 有 v= 入 
最 后 , 令 U = (1/n)W, W 


AU =V +W =V +AU. 
因而 如 果 定 义工 使 得 TEl = V, TE: =U, 则 可 得 
TAT = (; ! ) ， 
0 A 
这 正 是 我 们 期 望 得 到 的 . 从 而 , X = AX 经 过 坐标 变换 后 也 化 成 了 标准 形 。 m 
3 ğ 
1. 在 图 3.9 中 有 6 个 相 图 , 请 将 这 些 相 图 与 下 面 的 线性 系统 一 一 对 应 起 来 : 
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y 
—_ 一 一 wo 
i fe) 
| | aw 
v w 
| | 
Y N 
> 一 


2. 对 下 面 的 每 个 系统 X’ = AX, 
(a) 找 出 A 的 特征 值 和 特征 向 景 . 
(b) R HERE T HE 4 化 为 标准 形 . 
(c) RH X’ = AX A Y'= (T-14T)Y 的 通 解 . 
(a) 简略 地 作出 两 个 系统 的 相 图 . 


. (0 1 .. _fiil wes _ 1 1 
oaf , w 4 ( 3 ay a= (i 3 
. _/11 _f1 1 o fı 
mw a=( I ,| ma-( 3) ma-(， i 


3. 找 出 下 面 调和 振子 方程 的 通 解 : 
(a) z +2'+2=0 (b) 2” + 22/+ 2 =0 
4. 考虑 调和 振子 系统 


© 


10. 


11. 


12. 


HP b>0,k > 0, 并且 质量 m= 1. 

(a) MRO 取 什么 值 时 , 系统 具有 复 特征 值 ? 重 特征 值 ? 不 同 的 实 特征 值 ? 

(b) 在 每 种 情形 下 , 找 出 系统 的 通 解 . 

(c) 在 每 种 情形 下 , 当 质 点 在 初始 位 置 z = 1 以 零 速度 释放 时 , 描述 质点 的 运 
动 


. 简略 地 作出 系统 X = AX 的 相 图 , 其 中 


A= ( a ,) . 
2a 2 
当 a 取 什 么 值 时 会 出 现 分 岔 ? 描述 在 分 岔 点 上 下 的 a 所 对 应 系统 的 相 图 . 
x= (> s) x. 
b 0 
TE ab PHE, 描绘 出 不 同 标准 形 所 对 应 的 区 域 . 


X' = AT\y, 
0 xX 


HEP A #0. 证 明 当 入 < 0 (A > 0) 时 , 所 有 的 解 都 以 切 于 向 二 (1,0) 的 方式 趋 
于 (远离 ) 原点 . 


» 找 出 所 有 具有 纯 虚 特征 值 的 2 x 2 矩阵 , 即 , 找 出 一 些 条 件 , 使 得 当 和 矩阵 的 元 素 


满足 这 些 条 件 时, 矩阵 具有 纯 虚 特征 值 


找 出 一 个 可 计算 的 条 件 , 使 得 当 条 件 满足 时 , 如 果 矩 隆 A 有 虚 部 非 零 的 复 特 


TEIE, M X = AX 的 解 绕 原点 反 时 针 施 转 . 
xu(* \y 
E c d , 
HF a+d 0 f ad—be=0. 找 出 这 个 系统 的 通 解 并 简略 地 画 出 相 图 . 
找 出 系统 
x= ( 5) 
0 0 


的 通 解 并 完整 地 描述 其 相 图 . 


证 明 
as (3 ) aet) 
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13. 


14. 


15. 


16. 


第 3 章 平面 系统 的 相 图 
x-( jx 
0 A 
的 通 解 . 


证 明 任 一 2 x 2 ERE A 总 满足 它 自己 的 特征 方程 , 即 , 如 果 4 的 特征 方程 为 
M+ adr+ 6 =0, WER A? +0A+ BI WO HR. 

(Rik 2x 2 矩阵 A 有 重 特征 值 和 . 利用 习题 13 的 结论 , 证 明 : E V eR, 要 
么 V 是 A 的 一 个 特征 向 其 , 要 么 (4 一 AI)V 为 4 的 一 个 特征 向 甚 . 

假设 矩阵 A 具有 重 特征 值 , 并 且 有 一 对 线性 无 关 的 特征 向 量 . 证 明 


(23) 


x’ = |y| 
y =- 


利用 本 章 的 方法 描述 系统 的 相 图 . 


考虑 ( 非 线性 ) 系统 


第 4 章 ”平面 系统 的 分 类 


在 本 章 , 我 们 将 用 一 种 动力 系统 的 观点 对 迄今 所 得 到 的 结论 进行 总 结 . 这 意 
味 着 我 们 将 至 少 得 到 2 x 2 自治 线性 系统 所 有 可 能 行为 的 一 本 完整 字典 .我们 先 
通过 迹 - 行 列 式 平面 以 几何 方式 给 出 一 种 字典 , 另 一 种 字典 则 要 更 具有 动力 系统 味 
道 , 此 时 需要 用 到 共 摔 系统 的 概念 . 


4.1 迹 - 行 列 式 平面 


A= ( a b . 
c d 
我 们 知道 它 的 特征 值 就 是 它 的 特征 方程 


à? — (a + d)àÀ + (ad — bc) = 0 


的 根 . 特征 方程 的 常数 项 就 是 det A, 和 的 系数 也 有 一 个 名 字 一 ao+d 称 为 4 的 
W, 记 为 tr 4. 
于 是 特征 值 满 足 方程 


对 一 个 矩阵 


A? — (tr A)A + det A =0, 


由 此 可 以 解 得 1 
和 = 了 (tras V(tr A)? — 4det A) . 


注意 到 和 + +A- = tr A, AA = det A, 于 是 4 的 迹 就 是 它 的 两 个 特征 值 的 和 , 而 
行列 式 则 是 两 个 特征 值 的 乘积 . 我 们 还 将 记 了 = tr A, D = det A. MT TM D 
也 就 知道 了 A 的 两 个 特征 值 , 从 而 也 就 知道 了 X = AX 解 的 几乎 所 有 几何 特征 . 
例如 , 从 工 和 DD 的 取 值 , 我 们 可 以 知道 解 是 盘旋 地 趋 于 还 是 远离 原点 , 是 否 存在 
一 个 中 心 , 等 等 . 

我 们 将 通过 在 迹 - 行 列 式 平 面 上 面 一 个 图 来 形象 地 给 出 这 种 分 类 . 在 这 个 图 
中 , 迹 为 了 , 行列 式 为 D 的 矩阵 对 应 于 一 个 坐标 为 (T, D) WA. 该 点 在 TD 平面 
上 的 位 置 就 确定 了 相 图 的 几何 特征 . 例如 , T? - 4D 的 符号 可 以 告诉 我 们 : 

(1) 47? -4D <0 时 , 特征 值 是 具有 非 零 虚 部 的 复数 ; 
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(2) 4 T? -4D > 0 时 , 是 不 同 的 实 特征 值 ; 

(3) 4 T? -4D =0 hf, 是 实 的 重 特 征 值 . 
从 而 , 从 TD 平面 上 (T, D) 点 相对 于 抛物 线 T? -4D = 0 的 位 置 就 可 以 得 到 A 的 
特征 值 的 代数 信息 . 

从 相 平面 去 看 , 我 们 可 以 说 得 更 多 些 . 如 果 T? -- 4D < 0, 则 特征 值 的 实 部 为 
T/2, TÆ, 

(1) 当 了 < 0 时, 为 螺 线 汇 点 ; (2) 当 工 > 0 时 , 为 螺 线 源 点 ; (3) 当 工 =0 
”时 , 为 中 心 . 

如 果 T? — 4D > 0, 同样 可 进行 进一步 的 分 析 . 在 这 一 区 域 , 两 个 特征 值 都 是 

实 的 . 如 果 D < 0, 则 对 应 于 鞍点 , 由 于 D 是 两 个 特征 值 的 乘积 , 从 而 一 个 为 正 , 而 
另 一 个 为 负 . 我 们 也 可 以 用 下 面 的 计算 来 说 明 . 假设 D < 0, WA 


T? < T? — 4D, 
从 而 
AT < VT? —4D. 
由 此 可 得 


T+VT?—-4D>0, T-VT?—4D <0 | 
从 而 两 个 特征 值 都 是 实 的 , 并 且 符号 不 同 . 4 D> ORT <0 Bt, 则 两 个 特征 值 


T+ VT?-4D <0, 


因而 这 对 应 于 ( 实 的 ) 汇 点 . 类 似 地 , D> 0,T > 0 则 对 应 于 ( 实 的 ) 源 点 . 
4 D=0,T 40 时 , 我 们 得 到 一 个 地 特征 值 , 而 当 D =T = 0 时 , 两 个 特征 值 
都 为 零 . 

将 所 有 这 些 信息 一 点 点 在 TD 平面 上 措 绘 出 来 , 我 们 就 得 到 了 所 有 不 同 线性 
系统 的 一 个 生动 的 概观 . 上 面 的 那些 方程 将 TD 平面 分 成 了 一 些 不 同 的 区 域 , 每 
一 个 区 域 对 应 于 一 类 特定 的 系统 , 见 图 4.1. 这 就 得 到 了 所 有 2 x 2 线性 系统 的 一 
个 几何 分 类 . 

下 面 我 们 要 依次 给 些 注 记 . 首先 , 迹 - 行 列 式 平面 只 是 一 个 实际 上 的 四 维 空间 
的 二 维 表示 : 2 x 2 矩阵 是 由 四 个 参数 , 即 穹 阵 的 四 个 元 素 所 确定 的 . 因而 TD 平 
面 上 的 每 一 个 点 都 对 应 于 无 穷 多 个 不 同 的 矩阵 . 虽然 每 一 个 矩阵 都 有 相同 的 特征 
E, 但 相 图 却 可 能 会 有 些许 不 同 , 例如 , 对 于 中 心 、 螺 线 汇 点 和 螺 线 源 点 , 旋转 的 方 
向 可 以 不 同 , 对 于 重 特征 值 情形 , 线性 无 关 的 特征 向 基 的 个 数 可 以 是 1 或 2. 

我 们 也 可 以 将 迹 -行列 式 平面 看 成 平面 线性 系统 的 某 种 分 分 图 . 一 个 线性 系 
统 的 单 参数 族 对 应 于 TD 平面 上 的 一 条 曲线 , 当 这 条 曲线 穿 过 了 轴 、 D 轴 的 正 半 
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事实 上 , 我 们 进行 了 , 但 过 程 实在 是 太 简 单 了 . ) 而 是 直接 取 和 矩阵 (a) 的 指数 函数 就 
找到 了 通 解 z(t) = cexp(at). 事实 上 , 这 个 过 程 对 一 般 nxn 矩阵 4 也 是 行 得 通 的 . 
我 们 唯一 需要 知道 的 就 是 如 何 求 一 个 矩阵 的 指数 . 

办 法 如 下 . 由 微 积 分 可 知 , 指数 函数 可 以 表示 成 一 个 无 穷 级 数 


O pk 


e = 一 ， 
ae: 
而 且 我 们 知道 对 每 个 x € R 这 个 级 数 都 收敛 , 由 于 我 们 可 以 将 矩阵 相 加 , AT 
它们 的 次 方 , 还 可 以 将 矩阵 的 每 个 元 素 乘 上 1/k!, 这 将 意味 着 我 们 一 样 可 以 用 
上 面 的 级 数 去 取 它 们 的 指数 . 
定义 RA A—nxn OK 我 们 定义 A 的 指数 是 由 下 式 给 出 的 矩阵 ; 
oo AF ' 


exp(4) = —. 
Ke F! 


当然 , 我 们 还 要 担心 上 面 矩 阵 和 式 收敛 的 含义 . 但 把 这 个 问题 放下 , 我 们 先 计 


算 几 个 例子 . 
例 令 
4-() o). 
0 u 
则 我 们 有 
aF 0 
[7 s) 
于 是 v ' 
Doak 0 
exp(A) = | #=0 oo -(5 本 
0 Se/k! 0 e” 
k=0 
这 个 结果 大 家 可 能 已 经 事先 猜 到 . a 


例 下 面 来 看 一 个 稍微 复杂 些 的 例子 . 令 
a=( ° s): 
-6 0 


40 =I, A? = 一 5627， 2p (9 外 


由 计算 可 得 
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-人 
于 是 就 有 
B _ Beth 
-1) —— 1 k 
exp(A) = 2. (2k)! > ) (2k+ 1)! _ cos sing 
PUA = oo geet oo ye Be ~ -sing cos6 } 
-2 (2k +1)! 2C ) (2k)! 
a 
例 现在 令 
faia 
oa’ 
Ht azo 为 了 照顾 随后 的 应 用 , 我 们 来 计算 exp(t4), 而 不 是 exp A. 我们 有 
kp (0A) kKAK-1 
(tA) -( 0 (ta) ) 
于 是 我 们 得 到 
Pr k! 名 k! @ a) 
exp(tA) = = . a 
Parl k! 


可 以 看 到 , 在 上 面 3 个 例子 中 , 矩阵 exp(A) 的 元 素 都 是 一 些 无 穷 级 数 . 因此 ， 
我 们 称 和 矩阵 无 穷 级 数 exp(4) 绝对 收敛 , 如 果 每 一 个 单独 的 项 绝对 收敛 . 在 上 面 几 
种 情形 , 收敛 性 是 显然 的 . 遗憾 的 是 , 对 于 一 般 的 矩阵 A, 收敛 性 并 不 清楚 . 为 了 证 
明 这 里 的 收敛 性 ， 我 们 需要 做 一 些 努 力 


W ay(k) 为 A* AY ij TR. > 


lai;(2)| = 


laij(3)| = 


lai (Kk)| < në? 


a= max |a;;|. 我 们 有 


> Qikaki| < na? 


k=1 


n 
J Aik AK Qh; 


k,l=1 


ak. 


< n2a3 
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于 是 , 我 们 得 到 了 n xz 矩阵 exp(4) 的 ij 元 素 的 一 个 上 界 : 


aij(k) laij(k)| /nat na) 
BE x < 人 n <5 z <5 zi < exp(na)， 
k=0 k=0 k=0 k=0 


因此 , 根据 比较 判别 法 , TX PR SE TU. 这 样 , 对 任何 A € LR”), exp(A) AR 
义 . 
下 面 的 结果 表明 , 矩阵 指数 也 具有 通常 指数 函数 的 许多 熟悉 的 性 质 . 
命题 i 4,B,T BE nxn 矩阵, 则 
(1) 如 果 B = TUAT, 则 exp(B) = T~' exp( A)T. 
(2) 如 果 AB = BA, Jill exp(A + B) = exp(A) exp( B). 
(3) exp(—A) = (exp(A))7?. 
证 明 WEERA THA + B)T =T AT +T 'BT, (TATY =T! A*T, R 


们 有 , 
_ (T- Ary 
ro (Si )r- 5 eee 
两 边 取 极 限 就 得 到 了 (1). . 
为 了 证 明 (2), 因为 AB = BA, 由 二 项 式 定 理 我 们 有 


(A+B)"=n! >》 二 于 


jtk=n 


这 样 我 们 就 必须 证 明 


Elza) EPEE) 


这 并 不 像 它 看 起 来 那么 显然 , 因为 我 们 处 理 的 是 矩阵 的 级 数 而 不 是 实数 的 级 数 . 我 
们 将 在 下 面 的 引 理 中 证 明 上 式 , 然后 就 证 明了 (2). 在 (2) FS B = -4 就 可 以 推 
出 (3). a 
引 理 ” 对 于 任意 的 n xn 矩阵 A,B, 我 们 有 


证 明 ”我 们 已 经 知道 这 几 个 矩阵 无 穷 级 数 都 收敛 , 因而 只 须 验 证 它们 的 极限 相同 . 
为 此 , 考虑 部 分 和 
A? BF 
= 43 


n=0 \j+k=n 
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m Ai m BF 
Qm = (Š s) ， Bm = (© Zr) 。 
j=0 k=0 


我 们 需要 说 明 当 m 一 00 时 , HERF yom - Ombm BAF SE. 在 下 面 证 明 中 , 对 于 
任 一 矩阵 M = [m]; ic |M| = max |mijl. 我 们 将 说 明 当 mm 一 oo Hf, |7am 一 amBm| 
BFE. 

计算 表明 


和 


1A? BE "AÌ BE 
Yam ~ AmBm =} Ge tl jt k? 
其 中 > 表示 在 指标 满足 
j+k<2m, O<jem, m+1l<k<2m 
的 项 上 求 和 , 而 》” 则 表示 在 指标 满足 


jtk<2m, m+1<jK2m, O<k<m 


的 项 上 求 和 . 于 是 
B* || A? || ||B* 
[hom Wor | | ee 
现在 又 有 
,| AF || || BE || A? || BE 
sl l= (Ell) (ZF) 
4 m> oo 时 , ERAF 0, 这 是 因为 在 前 面 我 们 已 经 看 到 
Sl 分 | < exp(n|A|) < 
=0 
同样 地 , 当 m 一 co BY, l 
:| AŻ || || B* 
llall- 
于 是 ， limm—oo(Yam 一 Om fm) = 0, 这 就 证 明了 引 理 . a 


注意 , 命题 中 论断 (3) 意味 着 , 对 每 一 个 矩阵 A, exp(A) 都 可 道 . 这 一 点 类 似 
于 对 每 个 实数 a, 0% £0. 
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在 4 和 exp(4) 的 特征 向 量 之 间 有 一 个 很 简单 的 关系 ; 
命题 “如果 Ve R" 是 4 的 属于 特征 值 和 的 特征 向 量 , 则 Y 也 是 expl A) 的 特征 
HH, 它 属于 eè. 
证 明 由 AV =dAV 可 得 ， 


exp(A)V = lim (45 4 ar) ,lim TP ty) (£ an) vr. a 


k=0 


现在 我 们 回 到 微分 方程 系统 的 讨论 . 令 4 为 一 nxm 和 矩阵 , BIR RSX’ = 
回想 我 们 以 前 用 LOR") 记 全 体 n xn 矩阵 的 集合 . 把 每 个 te 及 BRB exp(t4) 就 得 
到 了 一 个 函数 R 一 LR"). 由 十 我 们 将 LR) 等 同 于 R’, 因而 谈论 这 个 函数 的 
导数 是 有 意义 的 . 
命题 . 


全 exp(L4) = Aexp(tA) = cxp(t4)4. 


换 句 话说 , ERER t> exp(14) 的 导数 是 另 一 个 矩阵 值 函 数 4cxp(t4)， 
证 明 ”我 们 有 
exp((t + h).A) — exp(tA) 

h 


d 
一 A)= i 
di exp(tA) = im, 


— lim exp(tA) exp(hA) — exp(tA) 
E h—0 h 


exp(hA) — I 


= exp(tA) im h 


= exp(tA)A; 


其 中 最 后 一 个 极限 等 于 4 是 从 exp(hA) 的 级 数 定义 中 得 到 的 . 由 于 A 和 exp(tA) 

的 级 数 中 的 每 一 项 者 交换 , 从 而 与 exp(t4) 也 交换 , 这 就 证 明了 命题 . 
现在 我 们 回 到 求解 微分 方程 系统 . 下 面 的 结论 可 以 看 成 足 具 有 常 系数 的 线性 

微分 方程 组 的 基本 定理 . 

定理 RA A—nxn BM. 则 初 值 问题 X = AX, X(0) = Xo HHH X(t) = 

exp(tA)Xo, 而 且 它 是 唯一 解 . 

证 明 上 一 个 命题 表明 


d 下 (expt4) 天 0) = (4 exp(tA) Xo = Aexp(taA)Xo 
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并 且 , 由 于 exp(0A)Xo = Xo, 因而 exp(t4)Xo 就 是 初 值 问题 的 一 个 解 . 为 了 说 明 
没有 其 他 的 解 , 设 Y(t) 为 另 一 个 满足 Y(0) = Xo 的 解 , > 


Z(t) = exp(-tA)Y(t). 


于 是 ， ， 
Z(t) = (à exp(-tA)) Y(t) + exp(—tA)Y (t) 

= —Aexp(—tA)Y(t) + exp(—tA)AY (t) 

= exp(—tA)(-A + A)Y (t) 

= 0. 
从 而 Z(t) 为 一 个 常数 , FES t = 0 可 得 Z(t) = Xo, FÆRA Y(t) = exp(tA)Xo. 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . a 

注意 , 这 个 证 明 与 11 节 中 给 出 的 证 明 是 一 样 的 , 唯一 的 区 别 就 是 字母 4 的 

含义 变 了 . 
例 考虑 系统 


根据 上 面 的 定理 , 它 的 通 解 为 


tÀ t 
X(t) = exp(tA)Xo = ex Xo. 
(t) = exp(tA)Xo (% 4) 0 


这 其 中 的 矩阵 指数 在 前 面 已 经 算 过 , 于 是 我 们 有 
tr tet 
X(t) = (5 n ) xo 
可 以 看 出 , 这 与 第 3 章 中 的 计算 结果 相 吻 合 . 图 


6.5 非 自治 线性 系统 


直到 现在 , 几乎 所 有 磁 到 的 线性 微分 方程 系统 都 是 自治 的 . 但 是 , 在 应 用 中 还 
是 经 常会 出 现 一 些 形式 的 非 自 治 系统 . 其 中 之 一 就 是 如 下 形式 的 系统 


X’ = A(t)X, 
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其 中 A(t) = [os 的 ] 为 n x n BB, 它 连续 地 依赖 于 时 间 , 当 在 以 后 章节 中 过 到 变 
分 方程 时 , 我 们 会 再 深入 研究 这 类 系统 . 
现在 我 们 只 关心 另 一 个 不 同 的 非 自 治 线性 系统 : 


X’= AX +G(t), 


其 中 4 为 常 值 的 xn RE, GS ROR" 显示 地 依赖 于 也 我们 称 之 为 强迫 项 . 这 
是 一 个 一 阶 线性 非 日 治 方程 系统 . 
A (SAMS) 如 果 调 和 振子 系统 中 有 一 个 外 力作 用 , 决定 运动 的 微分 方程 
就 变 成 

z” +br’ + kr = f(t), 
其 中 f(t) 为 外 力 的 大 小 .一 个 重要 的 特殊 情形 是 其 中 的 外 力 是 时 间 的 周期 函数 ， 
这 可 对 应 于 , 比方 说 , 将 质点 - 弹 筑 装 置 所 在 的 桌子 前 后 周期 地 移动 .作为 一 个 系 
统 , 受 迫 调和 振子 方程 变 成 


, {0 1 _f{ 0 
X -( DELO 其 中 cos(a) B 


对 一 个 非 齐 次 的 系统 , 如 果 将 其 中 的 时 间 项 扔 掉 后 , 所 得 的 系统 AX = AX 称 
为 它 的 齐 次 方程 . 我 们 已 经 知道 如 何 找到 这 类 系统 的 通 解 . 利用 上 节 中 的 记号 , 齐 
次 系统 满足 初 值 条 件 X0) = Xo WHA 
X(t) = ep(tA)Xo, 


而 这 也 是 齐 次 方程 的 通 解 . 

为 了 找到 非 齐 次 方程 的 通 解 , 假设 我 们 已 经 有 了 该 方程 的 一 个 特 解 20). F 
Æ, Z(t) = AZ(t)+ G(t)， 当 X(t) 为 齐 次 方程 的 任 一 个 解 时 , 则 函数 Y(t) = 
X(t) + Z(t) 就 是 非 齐 次 方程 的 另 一 个 解 . 这 点 可 由 如 下 的 计算 得 出 : 


Y’ = X'4 27’ = AX +AZ+Git) 
= A(X + Z)+ Git) 
= AY +G(t). 


因而 , 由 于 已 经 知道 了 齐 次 方程 的 所 有 解 , 一 旦 找到 了 非 齐 次 方程 的 哪怕 只 是 一 个 
特 解 , 我 们 就 马上 可 以 找到 非 齐 次 方程 的 通 解 . 通常 , 我 们 可 以 通过 猜 解 得 到 这 样 
一 个 解 ( 微 积分 中 , 这 种 方法 通常 称 为 待定 系数 法 ) 然而 , 猜 解 并 不 总 是 可 行 . 下 
面 的 参数 变易 法 却 总 是 可 行 的 , 当然 , 这 并 不 能 保证 我 们 总 能 计算 其 中 的 积分 . 
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定理 (参数 变易 法 ) 考虑 非 齐 次 方程 
X'= AX +G(t), 
其 中 A A— nxn BE, G(t) 为 上 的 连续 函数 . 则 
X(t) = exp(tA) (x + Í ' exp(-34)G(s)ds) 


是 该 方程 满足 关 (0) = Xo 的 一 个 解 . 
证 明 3X0 RS, RRA 


X’(t) = Aexp(tA) (x 十 [ exp(-sA)G(s)ds) + exp(tA) $ [ exp(—sA)G(s)ds 


= Aexp(tA) (x 十 [ exp(-34)G(s)ds) + Git) 


= AX(t)+G(t). 
E 


下 面 我 们 来 给 出 这 个 结果 在 周期 受 迫 调和 振子 中 的 几 个 应 用 . 首先 , 假设 有 一 
个 外 力 为 cost 的 阻尼 振子 , 此 时 外 力 项 的 周期 为 2r. 这 个 系统 为 


X= AX + G(t), 


其 中 G(t) = (0,cost), A 为 矩阵 


a-(° 1). 
-k —b 


其 中 bk > 0. 我 们 断言 : 这 个 系统 有 唯一 一 个 以 2r 为 周期 的 周期 解 . 为 了 证 明 这 
个 断言 , 我 们 首先 需要 找到 一 个 满足 条 件 X(0) = Xo = X(2n) 的 解 . 由 参数 变易 
法 , 我 们 需要 找到 Xo 使 得 


27 
Xo = exp(2n A) Xo + exp(2nxA) f exp(—sA)G(s)ds. 
0 


现在 其 中 一 项 on 
exp(2A) f exp(—sA)G(s)ds 
0 
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为 常 值 向 量 , 将 它 记 为 W. 这 样 我 们 就 要 求解 方程 
(exp(2r4) — I)Xo = -W. 


由 于 矩阵 exp(2rA) 了 可逆, 这 个 方程 有 唯一 解 . 为 证 明 这 个 矩阵 的 可 北 性 , 假设 
它 是 不 可 逆 的 , WARS IV 使 得 

(exp(2xA) — I)V = 0， 
RE, 换 句 话说 , 矩阵 exp(2x4) 有 一 个 特征 值 为 1. 但 是 , 由 上 节 可 知 , exp(2r4) 、 
的 特征 值 都 由 exp(2xXj) 给 出 , 其 中 As 为 A 的 特征 值 . 由 于 每 个 X 的 实 部 者 小 
于 0, 从 而 exp(2md;) 小 于 1, 于 是 矩阵 exp(2r4) -了 的 确 是 可 递 的 . 这 样 导 致 2x 
周期 解 的 唯一 初 值 就 是 


Xo = (exp(2r4) - TD) 1(—W). 


A> X(t) 为 满足 X(0) = Xo 的 周期 解 . 这 个 解 称 为 定 态 解 . 如 果 Yo 是 其 他 
的 初 值 条 件 , 我 们 可 将 它 写成 Yo = (Yo - Xo) + Xo, Ax Yo 的 解 为 
Y(t) = exp(tA)(Yo — Xo) + exp(tA)Xo + exp(tA) [ exp(—sA)G!(s)ds 
0 


= exp(tA)(Yo — Xo) + X(t). 


对 于 表达 式 中 的 第 一 项 , 由 于 它 是 齐 次 方程 的 一 个 解 , 因而 在 上 一 co 时 , 趋 于 o. 
于 是 , 这 个 系统 的 每 个 解 在 t 一 oo 时 都 趋 于 定 态 解 . 在 物理 上 , 这 一 点 是 很 明显 
的 : 带 阻尼 的 ( 非 受 迫 ) 调和 振子 的 运动 趋 于 平衡 态 , 剩 下 的 运动 就 是 由 周期 外 力 
引起 的 . 这 样 , 我 们 就 证 明了 : 

定理 ”考虑 受 迫 带 阻尼 的 调和 振子 方程 


r” + bz' 十 KZ = cost, 


其 中 kb > 0. 则 这 个 方程 的 所 有 解 都 趋 于 一 个 以 27 为 周期 的 定 态 解 a 
现在 考虑 一 个 受 迫 的 无 阻尼 调和 振子 的 特例 ， 


X' = 0 1l X+ 0 
-1 0 coswt 三 


其 中 , 现在 外 力 的 周期 为 2x/w,w 冯 土 l. 记 


a(i 5): 
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齐 次 方程 的 解 为 


st sint 
xo=eoeaxo=( cost sin ) xe 


—sint cost 


由 参数 变易 法 可 知 , 非 齐 次 方程 从 原点 出 发 的 解 为 
Y(t)= exptta) f exp( 一 54) (。 ) ds 
t f coss 一 sins 0 
7 epla) | ( sin s ae] e a) ds 
_ epea) f (e) ds 
COS 8 cosws 

lox sin(w + 1)s — sin(w + 1)s 
~ 3° pea) f (nt — 1)s + cos(w + 1)s ) ds. 


z} 1 
exta) = ( cost sin ) 


回想 到 


—sint cost 


然后 再 利用 w 4 士 1 的 事实 , 算出 其 中 的 积分 值 再 经 过 一 个 长 的 计算 过 程 后 就 可 
得 到 


— cos(w — 1)t + cos(w + 1)t 
Y(t) = =exp(tA) | 


一 2_ 1 一 】 

Ww 1 l w+1 + exp(tA) (w ) 

sin(w — 1)t + sin(w + 1)t 0 
w—l w+1 


1 — coswt (w? —1)-1 
= +exp(tA . 
w? —] (z) p( | 0 


这 样 就 得 到 原 方程 的 通 解 为 


(w? -1)-: 1 — coswt 
Y(t) = exp(tA) (x= 0 咱 + (cet), 


这 个 表达 式 中 的 第 一 项 是 以 2r 为 周期 的 , 而 第 二 项 则 是 以 2x/w 为 周期 的 . 与 有 
阻尼 的 情形 不 同 , 现在 的 解 不 一 定 会 有 周期 运动 . 事实 上 , 这 个 解 为 周期 的 当 且 仅 
当 岂 是 一 个 有 理 数 . 当 w 为 无 理 数 时 , 这 个 运动 是 拟 周 期 的 , 这 正好 与 6.2 节 中 看 
到 的 情形 是 一 样 的 . 
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1. 找 出 系统 XX' = AX 的 通 解 , 其 中 4 为 
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. 考虑 线性 系统 


à 0 0 
X’ =| 0 » 0 |X, 
0 0 As ~ 


FEB As < Xa <1 < 0. 描述 过 任 一 初 值 的 解 是 如 何 趋 于 原点 的 . 


举例 说 明 存在 一 个 3 x 3 的 矩阵 A 使 得 X’ = AX 的 所 有 非 平 衡 解 都 是 以 On 


为 周期 的 . 简略 地 画 出 它 的 相 图 . 


. 找 出 
0 1 0 
x-| €00 1jy 
0 0 0 1 
0 0 -10 
的 通 解 . 
. 考 虐 依赖 于 两 个 参数 a,b 的 系统 


(a) 找 出 这 个 系统 的 通 解 . 
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(b) 在 ab 平面 上 作出 具有 不 同类 型 相 图 的 系统 所 对 应 的 区 域 


6. 考虑 依赖 于 两 个 参数 ab 的 系统 


8. 


a 0 
X=| 0 b 
-b 0 


(a) 找 出 这 个 系统 的 通 解 . 
(b) 在 ob 平面 上 作出 具有 不 同类 型 相 图 的 系统 所 对 应 的 区 域 


. 耦合 调和 振子 在 这 个 系列 的 习题 中 要 求 你 将 6.2 节 中 关于 调和 振子 的 内 容 


推广 到 耦合 振子 情形 . 假设 两 个 质点 m,m 被 弹 答 以 及 墙 体 连 接 起 来 , 如 图 
6.10. 将 my 连接 到 墙 体 的 弹簧 的 弹性 系数 都 是 ky, 而 连接 mi 和 ms HORSE 
的 弹性 系数 为 ko. 这 里 耦合 意味 着 每 个 质点 的 运动 都 要 对 另 一 个 质点 的 行为 
产生 影响 . 


图 6.10 一 个 焕 合 振子 


用 zj 记 质 点 离开 它 的 平衡 位 置 的 位 移 , 并 且 假 设 两 个 质点 的 质量 都 为 1. 
RES TRF AD BA 


xy = 一 (Ka 十 k2)xı + kore 
xg = kzı 一 (ky + ko)x2. 


这 两 个 方程 可 以 如 下 得 到 . 如 果 mi 向 右边 移动 (zl > 0), 则 左边 的 弹簧 被 拉 

长 , 从 而 对 ma 产生 一 个 大 小 为 -kir 的 回复 力 ， 癌 时 中 间 的 弹簧 被 压缩 , 从 

而 对 ma 产生 一 个 大 小 为 -kor 的 回复 力 . 如 果 右 边 的 弹簧 被 拉 长 , 则 中 间 的 

ARREN, 从 而 对 mi 产生 一 个 大 小 为 karz 的 回复 力 (因为 zz < 0). 在 me 

上 的 作用 力 可 以 类 似 得 到 | 

(a) 将 这 两 个 方程 写成 一 个 一 阶 线性 系统 . 

(b) 确定 相应 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 . 

(c) 找 出 通 解 . 

(d) 记 wi = Vki w = Vki + 2ko. 解 的 周期 性 和 o 之 间 有 何 关系 ?请 给 出 
证 明 . 

假设 X = AX, 其 中 4 为 一 4x4 矩阵 , 特征 值 为 上 iV3 和 +iV3. 描述 这 个 

流 . 
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9. 假设 X’= AX, 其 中 A H— 4x 4 GB, BEL Ai 和 一 1 土 i. 描述 这 个 流 . 
10. 假设 X’ = AX, 其 中 A 为 一 4x4 和 矩阵 , 特征 值 为 土 和 l 描述 这 个 流 . 
11. 考虑 系统 X = AX, HH X = (z1, ,x6)， 


并 且 w/w: 为 无 理 数 . 在 下 面 几 种 情形 描述 解 的 定性 行为 , 在 时 刻 0, 除了 下 
面 提 到 的 外 , 其 他 x; MAES. 
(a) z6=0; (b)zs=0; (c) a3 =24=25=0; (d) 23 =24 = £5 = te = Q. 


12. A FSA: 
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13. 举例 说 明 存 在 两 个 矩阵 4, 使 得 
exp(A + B) # exp(A) exp(B). 


14. 证 明 : WR AB = BA, WA 
(a) exp(A) exp(B) = exp(B)exp(A); (b) exp(A)B = Bexp(A). 
15. 考虑 三 个 调和 振子 


Ti =F) 
z3 = 一 2zo 
xy = —w 23 


其 中 w 为 无 理 数 . 试 描 述 这 个 六 维系 统 的 解 的 定性 行为 . 


BE FRAG 


在 本 章 , 我 们 开始 研究 非 线 性 微分 方程 . 对 于 线性 ( 常 系数 ) 系统 , 我 们 总 可 以 
找到 任 一 初 值 问题 的 显 式 解 , 对 于 非 线性 系统 , 这 种 情况 是 相当 少见 的 . 事实 上 , 一 
些 基本 性 质 , 例如 解 的 存在 唯一 性 , 在 线性 情形 是 显然 的 , 而 在 非 线性 情形 则 不 再 
成 立 . 我 们 将 看 到 , 有 些 非 线性 系统 甚至 对 任何 初 值 问题 都 无 解 . 另 一 方面 , 有 些 
系统 却 有 无 穷 多 个 不 同 的 解 . 而 且 即 使 找到 了 这 样 系统 的 一 个 解 , 它 也 不 一 定 对 
所 有 时 刻 都 有 定义 . 例如 , 解 有 可 能 在 有 限时 间 就 趋 于 oo. 随 之 而 来 , 问题 就 产生 
T: 例如 , 当 系统 的 初始 条 件 发 生 哪 怕 是 一 点 微小 变化 时 , 将 会 发 生 什 么 ? 相应 的 
解 会 连续 变化 吗 ? 所 有 的 这 些 问 题 对 线性 系统 都 是 清楚 的 ， 而 对 非 线性 系统 则 未 
必 . 这 意味 着 非 线性 微分 方程 的 基本 理论 要 比 线性 系统 复杂 得 多 . 

实际 中 产生 的 大 部 分 的 非 线性 系统 都 是 “好 的 ”, 也 就 是 说 , 它们 具有 解 的 存 
在 唯一 性 , 当初 始 条 件 改变 时 , 解 也 会 随 之 而 连续 变化 , 其 他 的 “自然 ” 性 质 也 将 
发 生变 化 . 这 样 , 我 们 就 得 面临 一 个 选择 ; 给 定 一 个 非 线性 系统 , 我 们 要 么 简单 地 
向 前 进行 , 寄 希 望 (或 者 去 验证 ) 在 每 一 种 特定 情形 , 系统 解 的 行为 都 很 好 ， 要 2 ， 
在 此 刻 停 下 来 , 伦 很 多 时 间 来 阐述 一 些 必要 的 假设 , 以 保证 给 定 的 非 线性 系统 解 的 
行为 很 好 . 

在 本 书 中 , 我 们 采取 一 种 综合 的 路 线 来 进行 . 在 本 章 , 我 们 将 精确 陈述 很 多 理 
论 性 的 结果 , 以 保证 微分 方程 解 的 行为 很 好 . 我 们 也 将 给 出 一 些 例子 来 说 明 在 什么 
情况 下 , 这 些 结果 是 如 何 失 效 的 . 但 是 , 在 此 我 们 不 打算 证 明 这 些 定理 ， 而 是 将 所 有 
的 技术 性 证 明 留 到 第 17 章 来 完成 这 主要 是 因为 理解 这 些 内 容 需 要 大 景 坚实 的 实 
分 析 原 理 背 景 . 在 以 后 的 章节 中 , 我 们 要 用 到 此 处 陈述 的 结果 ， 但 如 果 读 者 主要 是 
对 微分 方程 的 应 用 或 对 如 何 分 析 一 些 特定 非 线性 系统 感 兴趣 的 话 ， 则 大 可 不 必 陷 
入 到 这 些 细节 中 . 而 对 技术 细节 感 兴趣 的 读者 可 以 现在 就 去 看 看 第 17 章 的 内 容 . 


7.1 动力 系统 


前 面 已 经 提 到 , 大 多 数 的 非 线性 微分 方程 系统 不 可 能 解析 地 求解 . 原因 之 一 
就 是 , 我 们 没有 足够 多 具有 特定 名 称 的 函数 来 写 出 这 些 系统 的 显 式 解 . 同样 困难 
的 是 , 我 们 将 看 到 , 高 维系 统 可 能 产生 混沌 行为 ， 这 种 性 质 使 得 即使 知道 了 显 式 解 ， 
也 不 会 对 我 们 理解 系统 的 整体 行为 有 什么 实质 性 的 帮助 . 于 是 , 为 了 理解 这 些 系 
统 , 我 们 被 迫 去 寻找 另外 的 办 法 , 这 就 是 在 动力 系统 领域 出 现 的 各 种 技巧 . 我 们 将 
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综合 应 用 分 析 的 、 几 何 的 以 及 拓扑 的 技巧 来 得 到 有 关 这 些 方程 解 的 行为 的 严格 结 
R. 

我 们 先 罗 列 一 些 与 动力 系统 有 关 的 术语 , 在 前 面 几 章 , 我 们 已 经 在 各 种 不 同 的 
场合 引入 过 这 些 术 语 . 动力 系统 是 一 种 描述 一 个 给 定 空间 S 中 所 有 点 随时 间 旅 程 
的 方法 . 空间 S 可 以 看 成 是 , 比如 , 某 个 物理 系统 的 状态 空间 . 数学 上 , 5 可 能 是 欧 
几 里 得 空间 , 也 可 能 是 欧 几 里 得 空间 的 一 个 开 子 集 , 或 一 些 其 他 空间 , 如 R? 中 的 
曲面 当 我 们 考虑 力学 中 产生 的 动力 系统 时 , 空间 S 将 是 系统 所 有 可 能 的 位 置 和 
速度 . 为 了 简单 起 见 , 我们 将 始终 假设 空间 S 就 是 欧 几 里 得 空间 R”, 但 在 某 些 情 
形 , 重要 的 动力 行为 将 只 局 限 在 R" 的 一 个 特定 子 集 上 . 

给 定 一 个 初始 位 置 A E R”, R” 上 的 一 个 动力 系统 会 告诉 我 们 AX 在 1 个 单位 
时 间 后 在 哪里 , 2 个 单位 时 间 在 哪里 , 等 等 . 我 们 将 和 X 的 这 些 新 位 置 记 为 X1, Xa, 
等 等 . 在 零 时 刻 , X 的 位 置 为 Xo 在 零 时 刻 前 一 个 单位 时 刻 , X 的 位 置 为 X- 
— eb X 的 “轴线 ”由 X 给 出 . 如 果 只 是 在 整数 时 间 值 测量 位 置 X, 我 们 就 得 
到 一 个 离散 动力 系统 的 例子 , 我 们 将 在 第 15 章 研究 离散 动力 系统 . 如 果 在 连续 时 
间 te R WH X, 我 们 就 得 到 一 个 连续 动力 系统 . 如 果 系 统 以 一 种 连续 可 微 
的 方式 依赖 于 时 间 , 我 们 就 得 到 一 个 光滑 动力 系统 . 这 是 在 微分 方程 系统 研究 中 
产生 的 三 种 主要 类 型 的 动力 系统 , 它们 将 构成 第 8 章 到 第 14 章 的 主干 . 

将 t 带 到 X, 的 函数 要 么 是 得 到 R 中 的 一 列 点 , BARBER 中 的 一 条 曲 
线 , 无 论 哪 种 情形 , 它 都 纪录 了 当时 间 从 -co 跑 到 co 时 , X 的 生活 历史 . 动力 系 
统 的 不 回 分 支 需要 对 X, 怎样 依赖 于 t 作 不 同 的 假设 . 例如 , 遍历 理论 需要 假设 这 
样 的 函数 保持 R* 上 的 一 个 测度 不 变 ; 拓扑 动力 系统 则 只 须 假 设 X 是 连续 变化 
的 . 在 微分 方程 情形 , FRA AX, 是 连续 可 微 的 . 对 每 个 时 刻 t, 我 们 都 可 以 
定义 映射 由 : 了" 一 R”, 它 将 X 映 到 Xe. 由 于 我 们 可 将 和 X; 理解 成 随时 间 变 化 的 
一 个 状态 , 期 望 加 是 以 9_: 为 逆 就 是 很 白 然 的 事 . 同样 地 , go 必定 就 是 恒 等 函 数 
p(X) = X, M delh X)) = 内 rs(X) 也 是 一 个 白 然 的 条 件 . 我 们 将 所 有 的 这 些 都 
正式 地 陈述 在 下 面 的 定义 中 . 

SEM R 上 的 一 个 光滑 动力 系统 是 指 这 样 的 一 个 连续 可 微 函数 9: RxR” > R”, 
其 中 g(t, X) =o: (X) 满足 下 面 的 两 条 : 

(1) go : R” 一 R” At BM: $0(Xo) = Xo; 

(2) 对 于 所 有 的 t,s E R, SAB pio bs = pirs. a 

回忆 一 下 , 一 个 函数 是 连续 可 微 的 , 如 果 在 整个 定义 域 上 , 它 的 所 有 偏 导 数 
都 存在 并 且 连 续 ， 习 惯 上 , 一 个 连续 可 微 函数 是 指 一 个 C! 函数， 如 果 函 数 是 k 
次 连续 可 微 的 , 它 就 称 为 一 个 C* 函数 . 注意 , 上 面 的 定义 殖 涵 着 , 对 于 每 一 个 t, 
pi: R” OR" 都 是 C1 的 , WEA C1 的 道 8-4( 在 第 2 条 中 令 s= t Ha). 

Gl “对 于 一 阶 微分 方程 xz’ = ar, 函数 elro) = zoexp(ob 给 出 了 这 个 方程 的 所 有 


116 第 7 章 非 线性 系统 


解 , 而 且 也 定义 了 及 上 的 一 个 光滑 动力 系统 . a 
例 令 4 为 一 ”xm 矩阵. 则 函数 (Xo) = exp(t4)Xo 就 定义 了 R” 上 的 一 个 光 
滑动 力 系统 , DR, do = exp(0) = I, 而 且 在 上 一 章 中 已 经 看 到 ， 


Pt+s = exp((t + s)A) = (exp(t4))(exp(s4)) = 页 ob a 


可 以 看 出 , 上 面 两 个 例子 都 是 与 微分 方程 系统 X = AX 紧密 相关 的 , 一 般 地 ， 
从 每 个 光滑 动力 系统 都 可 以 如 下 得 到 RR" 上 的 一 个 向 量 场 : BE h, A 
l d 
F(X)=-£ X). 
(X) TINA (X) 
于 是 , be 恰好 就 是 与 X’ = F(X) 的 流 相 应 的 时 间 映射 . 
反 过 来 , 如 果 微 分 方程 X' = F(X) 的 流 对 所 有 的 时 间 , 其 时 间 t 映射 都 有 良 
好 的 定义 , 而 且 是 连续 可 微 的 ， 则 这 个 微分 方程 就 生成 了 一 个 光滑 动力 系统 . 很 遗 
te, 事情 并 不 总 是 如 此 . 


7.2 ”存在 唯一 性 定理 
我 们 现在 转 到 微分 方程 的 基本 定理 一-- 存在 唯一 性 定理 . 考虑 微分 方程 系统 
X' = F(X), 


其 中 FR" +R". 回忆 一 下 , 此 系统 的 一 个 解 是 指定 义 在 某 一 区 间 CR EK 
RX: JOR", 使 得 对 所 有 的 te J, 都 有 


X(t) = F(X(t)). 


几何 上 , X(t) 是 R 中 的 一 条 曲线 , 对 于 所 有 的 te J, 切 向 其 X(t) 都 存在 并 且 
等 于 下 ( 改 ( 扩 )， 像 前 面 几 章 一 样 , 我 们 认为 这 个 向 量 的 基点 位 于 X(t), 于 是 映射 
P:R 一 R" 就 定义 了 R” 上 的 一 个 向 基 场 . HX J 一 Rn 的 一 个 初始 条 件 或 
一 个 初 值 是 指 形 如 X (to) = Xo 的 一 个 规定 , 其 中 to < J, Xo ER". 为 了 简单 , 我 
们 通常 取 如 = 0. 微分 方程 的 一 个 主要 问题 就 是 寻找 任 一 初 值 问题 的 解 即 对 每 个 
Xo E R”, 确定 系统 的 解 使 得 它 满足 初始 条 件 X(0) = Xo. 
很 遗憾 , 非 线性 微分 方程 对 某 些 初始 条 件 可 能 会 没有 解 . 
例 考虑 下 面 简单 的 一 阶 微分 方程 


r 1 如 果 z<0 
TT 如 果 z > 0. 
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R 上 的 这 个 向 量 场 在 z > 0 时 指向 左边 , 而 在 > < 0 时 指向 右边 . 因此 , 没有 解 满 
， 足 初始 条 件 z(0) = 0. 事实 上 , 如 果 有 这 样 的 一 个 解 , 由 于 (0) = —1, 它 在 初始 时 
一 定 是 递减 的 , 但 是 , 对 所 有 取 负 值 的 z, 解 又 必须 是 递增 的 , 这 不 可 能 发 生 . 进 一 
步 , 还 可 注意 到 , 任何 一 个 解 都 不 可 能 对 所 有 时 间 都 有 定义 . 例如 , 当 zo > 0 时 , 过 
zo 的 解 为 z(t) = zo 一 ,但 根据 刚才 同样 的 理由 , 这 个 解 只 在 —00 < t < Zo 时 有 意 
X. 
这 个 例子 中 的 问题 在 于 向 量 场 在 0 处 并 不 连续 ; HEE E TERE A HB AT, 
我 们 就 可 能 面 对 相 邻 的 向 量 却 指向 “相反 ”的 方向 , 这 样 就 使 得 解 在 这 些 坏 点 处 
中 断 . a 
对 于 非 线性 微分 方程 , 除了 解 的 存在 性 问题 之 外 , 我 们 还 会 磁 到 , 某 些 方程 对 
于 同一 个 初 值 问题 可 能 会 有 许多 不 同 的 解 
例 考虑 微分 方程 


r = 372/3, 


恒 等 于 零 的 函数 4 :RR 一 民 ,u(tj 三 0 显然 是 满足 初始 条 件 u(0) = 0 的 一 个 解 , 而 
uo(t) = 也 是 满足 这 个 初始 条 件 的 一 个 解 . 进一步 ， 对 任意 的 7 > 0, 由 下 式 给 出 
的 函数 
0 如 果 t 7 
ur(t) = 
[on 如 果 上 > 7, 


也 是 满足 初始 条 件 ur(0) = 0 的 解 . 然而 , 这 个 例子 中 的 微分 方程 在 zo = 0 处 是 连 
续 的 , 现在 的 问题 在 于 3z2/3 在 这 点 处 不 可 微 . m 
从 这 两 个 例子 中 可 以 清楚 地 看 到 , 为 了 保证 解 的 存在 唯一 性 , VARR ER E 
加 上 某 些 条 件 . 在 第 一 个 例子 中 , F 在 问题 点 0 处 不 连续 , 而 在 第 二 个 例子 中 , F 
在 0 处 不 可 微 . 这 表明 F 连续 可 微 的 假设 可 能 就 足以 保证 解 的 存在 且 唯一 , 这 点 
我 们 随后 就 会 看 到 . 幸运 的 是 , 应 用 中 产生 的 不 连续 可 微 的 微分 方程 还 是 很 少 的 ， 
”因而 , 对 于 给 定 初始 条 件 ， 不 存在 解 或 解 不 唯一 的 现象 是 相当 例外 的 . 
下 面 就 是 常 微 分 方程 的 基本 局 部 定理 . 
存在 唯一 性 定理 ”考虑 初 值 问题 


X' = F(X), X(to) = Xo, 


其 中 Xo eR". 假设 下 : Rn 一 R” 是 C 的 , 则 ， 首先 该 初 值 问题 有 一 个 解 , 其 
次 , 只 有 一 个 这 样 的 解 . 更 准确 地 说 , 存在 & > 0， 以 及 该 微分 方程 满足 初始 条 件 
X(to) = Xo 的 唯一 解 

X : (to- a, to +a) > R”. a 


该 定理 的 重要 证 明 见 第 17 章 . 
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在 此 , 如 果 不 管 细节 的 话 , 定理 的 证 明 依 赖 于 一 个 重要 的 技巧 , 毕 卡 选 代 . 在 
继续 讨论 之 前 , 我 们 先 来 解释 定理 证 明 中 毕 卡 迭代 法 在 几 个 特例 中 是 如 何 发 挥 作 
用 的 . 迁 代 过 程 背后 的 基本 想法 是 构造 趋 于 微分 方程 解 的 一 个 函数 序列 函数 序列 
a(t) 是 归纳 地 定义 的 , 首先 令 uolt) = zo, 这 里 的 zo 就 是 给 定 的 初始 条 件 , RIED 


t 


uk+1 (t) = zo +f uz(s)ds. 


例 考虑 简单 的 微分 方程 wx' = zx. 我 们 将 造 出 这 个 方程 满足 z(0) = zo 的 解 . 当然 ， 
我 们 已 经 知道 这 个 解 就 是 由 z(t) = roet 给 出 的 . 我 们 将 构造 一 个 函数 序列 ult), 
使 得 当 上 一 co 时 , 序列 ux(t) 趋 于 实际 的 解 z(8). 
我 们 从 
uo(t) = xo 


开始 , 其 中 zo 就 是 给 定 的 初 值 . 然后 , 我 们 令 
t t. 
ui(t) = zo +/ uo(s)ds = zo +f zods, 
于 是 , u(t) = zo + tzo. 给 出 u 后 , 我 们 接着 定义 
t t 
u(t) = To +f ui(s)ds = To 十 f (xo + $xX9)ds, 
于 是 , u(t) = zo + tzo + Fao. 你 或 许 已 经 知道 这 将 走向 哪里 . 归纳 地 , 我 们 令 
， t 
= d ; 
Uk+1(t) = zo +/ uz(s)ds 


于 是 就 有 
k+1 fi 
Uk+1(t) = To > a 


i=0 | 


当天 一 oo BY, u(t) Woes) 
To > = zoe = x(t), 


这 正好 就 是 我 们 原来 方程 的 解 . = 
例 RRA — AE EE AD BI BASIE. 考虑 线性 系统 


x= Fo = (2 SE 
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其 初始 条 件 为 X(0) = (1,0). 前 面 已 经 看 到 , 这 个 初 值 问题 的 解 为 


xos (i): 


运用 毕 卡 迭 代 , RTA 


oo 

u(t) = (5) :人 )a- ( +f (Jo (2) 
U(t) = (3 +f (S)e- (°) 

Us(t) = (5) +f (Sep) d= (aram) 


1 — t? /2 + t4/4! 
van = ( -t + 13/3! ) 


这 样 , 我 们 就 看 到 了 正弦 函数 和 余弦 沙 数 的 无 穷 级 数 在 这 个 达 代 中 渐渐 露出 。 B 

现在 我 们 假设 微分 方程 X =F(X) 有 两 个 解 Y(t), Z(t), 而 且 它 们 满足 Y(to) = 
Z(to). 假设 这 两 个 解 都 是 定义 在 区 间 J 上. 存在 唯一 性 定理 保证 了 , 对 于 包含 to 
的 一 个 区 间 上 的 所 有 t, BA Y(t) = Z(t), 表面 上 , 这 个 区 间 可 能 会 比 J 要 来 得 小 . 
然而 , 情况 并 非 如 此 . 为 了 看 出 这 一 点 , 假设 J* 是 满足 Y(t) = Zt) 的 最 大 区 间 . 
令 蝗 为 瑚 的 一 个 端点 . REE, RITA Y (t1) = Z(t). 则 存在 唯一 性 定理 保 
iE, Y(t) 和 Z(t) 实际 上 在 一 个 包含 的 开 区 间 上 都 相等 , 这 与 I 是 两 个 解 相等 
的 最 大 区 间 相 矛盾 ， 

因而 我 们 总 可 以 假设 唯一 解 定 义 在 一 个 最 大 的 时 间 区 间 上 . 然而 这 并 不 能 保 
WE X(t) 对 所 有 时 刻 都 有 定义 , 不 管 P(X) 是 多 么 “好 ”. 
例 BBR LHR 

rt 一 1 十 Z2. 

这 个 方程 以 函数 x(t) = tan(t+c) 作为 它 的 解 , 其 中 c 为 一 常数 , 由 于 当 上 一 一 c 士 TY/2 
BY, x(t) 一 too, 这 个 函数 不 能 延 拓 到 区 间 


c Tt c+ 
2 2 


之 外 . a 
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这 个 例子 很 有 代表 性 , 因为 我 们 有 
定理 (RLU CR" 为 一 开 集 , FHA F :U +R" FEC! H.S X(t) BX! = F(X) 
的 一 个 定义 在 最 大 开 区 间 J = (a,b) CR 上 的 解 , 其 中 6 < oo. 则 , 对 任意 的 有 界 
HE K CU, 总 存在 某 个 € (a, 6) 使 得 X(t) ¢ K. B 
这 个 定理 断言 , 如 果 解 X(t) 不 能 延 拓 到 一 个 更 大 的 时 间 区 间 , 则 这 个 解 就 会 
离开 U 中 的 任何 有 界 闭 集 . 这 意味 着 , 4 t puit, X(t) 可 以 任意 接近 U 的 边界 . 
同样 的 结果 在 上 一 a 时 也 成 立 . 


7.3 ” 解 的 连续 依赖 性 


为 了 使 得 解 的 存在 唯一 性 定理 在 各 种 物理 (甚至 是 数学 ) 意义 下 都 有 意义 , 还 
需要 加 上 解 X(t) 对 初始 条 件 X (0) 的 连续 依赖 性 质 . 下 面 的 定理 给 出 了 这 个 性 质 
ER FEMINIE X = F(X), 其 中 F:R >R XO 的 . 假设 X(t) 是 该 方 
程 的 一 个 解 , 其 在 闭 区 间 [tot] 上 有 定义 , 而 且 X(to) = Xo. 则 存在 Xo 的 邻 域 
UCR" 以 及 常数 K 使 得 , 如 果 Yo cU, 则 存在 定义 在 [to t] 上 唯一 的 解 Y(t) 满 
Æ Y (to) = Yo. 而 且 , 对 所 有 的 te [toti], Y(t) 满足 


IY (t) — X)| < K|¥o — Xolexp(K(t — to)). a 


这 个 结果 表明 , 如 果 两 个 解 X(t) A Y(t) 出 发 时 很 接近 , 则 在 t 靠近 to 时 , € 
们 一 直 很 接近 . 虽然 这 两 个 解 可 能 分 开 , 但 它们 分 开 的 速度 不 会 超过 指数 增长 速 
RE. 特别 地 , 由 于 上 面 不 等 式 的 右 端 依赖 于 |Yo -— Xol, 当 假 设 它 很 小 时 , 我 们 就 得 
到 ， 
推论 〈 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 ) 记 %(# X) 为 系统 X = F(X) 的 流 , 其 中 下 为 
C1 AY. 则 9 AX HES wR. a 
例 令 上 >0, 我 们 知道 系统 

X'= ( -1 e) X 
0 k 


X(t) = (—e™*,0). 
对 任 一 ?天 0 W Yalt) HWA Y,(0) = (1, n) 的 解 . 则 ， 


THE X (0) = (—1,0) 的 解 为 


的 = (—e7', ne*). 
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根据 上 面 的 定理 , 我 们 有 

(Y(t) — X(t)| = Ine — 0| = |n — Ole = |¥,,(0) — X (0)ļe**. 
MARY, 的 确 会 与 X(t) 分 开 ( 见 图 7.1), 但 它们 至 多 以 指数 速度 分 开 . 而 且 , 对 
于 任何 固定 的 时 间 t, 当 了 一 0 时 , Yat) > X(t). a 


= Th 


Yne) 


二 ne 


-l XO) -e7 
图 7.1 解 Y,(t) 以 指数 速度 与 关 (t) 分 开 , 但 仍 对 初始 条 件 连 续 


微分 方程 常常 依 束 于 参数 ， 例 如 , 调和 振子 方程 依赖 于 参数 & 阻 尼 系 数 ) 和 
k( 弹 性 系数 ). ABZ, 一 个 自然 的 问题 就 是 : 这 些 方程 的 解 如 何 依赖 于 这 些 参数 呢 ? 
在 前 面 的 情形 , 只 要 系统 是 以 连续 可 微 的 方式 依赖 于 这 些 参数 , 则 解 就 连续 地 依赖 
于 这 些 参数 . 利用 一 个 特别 的 小 技巧 , 我 们 可 以 很 容易 地 看 出 这 一 点 . 假设 系统 


X' = F,(X) 
以 Cl 的 方式 依赖 于 参数 a. 我 们 来 考虑 一 个 “人 为 的 ”扩展 的 微分 方程 系统 ， 


zri = 卢 (zl，…Zna) 


zn = 万 (Z1 Znya) 
a’ = 0. 


这 是 nn 十 1 个 方程 组 的 自治 系统 . 尽管 这 个 系统 的 扩展 部 分 看 起 来 很 平凡 , 但 如 果 
对 它 运 用 前 面 的 解 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 结果 , 可 以 得 出 原来 系统 的 解 对 参数 
a 也 是 连续 依赖 的 . 
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定理 (对 参数 的 连续 依赖 性 ) 令 X' = FAX) 为 一 个 微分 方程 系统 , 其 中 Fa 对 
X 和 a 部 连续 可 微 . 则 这 个 系统 的 流 也 连续 依赖 于 a. a 
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考虑 自治 系统 X = F(X), 其 中 FF 像 通常 一 样 假设 为 C! 的 . 该 系统 的 流 
tX) 同时 为 二 和 XX 的 函数 ”由 上 节 的 结果 可 知 ,， $ WX 连续 ， 由 于 
t— ot, X) 就 是 坟 X 的 解 曲线 , 我 们 还 知道 o 对 变量 上 可 微 . 事实 上 , o 对 变量 
X 也 是 可 微 的 (我 们 将 在 第 17 章 给 出 其 证 明 )， 
定理 ( 流 的 可 微 性 ) 考虑 系统 X = F(X), 其 中 下 为 C! 的 . 则 , 该 系统 的 流 


lt, X) 为 一 Ct 函数, 即 96/8t 和 06/8X 都 存在 , ELIT t AI X 连续 a 
注意 , 一 旦 知道 了 过 Xo 的 解 , 则 对 任何 t 我们 总 能 够 算出 06/04, 事实 上 , 我 ~ 
们 有 
78 (t, Xo) = F(t, Xo) 
另外 , 我 们 还 有 


0 
Sot, Xo) = Doe(Xo), 


其 中 Dd. 为 函数 X 一 6:(X) 的 雅 可 比 . 然而 , 为 了 计算 06/OX, 除了 要 知道 过 
Xo 的 解 , 因为 需要 计算 oe 的 各 个 分 量 的 偏 导数 , 我 们 似乎 还 要 知道 所 有 经 过 附近 
初始 位 置 的 解 . 但 是 , 通过 引入 沿 过 Xo 的 解 的 变 分 方程 , 我 们 可 以 克服 这 个 困难 . 
为 了 实现 这 一 点 , 需要 先 对 非 自治 微分 方程 作 简短 讨论 . 令 A(t) 为 一 族 连续 
依赖 于 t 的 nxn 矩阵 . 系统 
X’ = A(t)X 


为 一 个 线性 非 自治 系统 . 对 这 种 类 型 的 方程 ,有 如 下 的 存在 唯一 性 定理 : 
定理 $ Alt) 为 定义 在 te [a, 8] 上 的 nxn 和 矩阵 的 一 个 连续 族 . 则 初 值 问题 


X'=A(t)X, X(to)= Xo 


具有 唯一 解 , 而 且 解 在 整个 区 间 [a, 8] 上 都 有 定义 . a 
注意 , 这 个 定理 有 一 些 新 的 东西 ， 并 不 需要 假设 右 端 是 上 的 01 函数 . A(t) 的 

连续 性 就 足以 保证 解 的 存在 唯一 性 . 

例 考虑 一 阶 线性 非 自治 微分 方程 
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利用 第 1 章 的 方法 , 很 容易 验证 该 方程 满足 z(0) = zo 的 唯一 解 为 


z(t) = zo exp ( f ' a(s)ds) 


为 了 保证 x'(t) = alt)zx(t), 我 们 只 需要 a(t) 为 连续 的 , 而 不 需要 它 的 可 微 性 m 
注意 , 线性 非 自治 微分 方程 的 解 满足 线性 玖 加 原理 , 即 , 如 果 Y(t), Z(t) 是 这 
样 一 个 系统 的 两 个 解 , 则 对 任意 的 常数 o, p, aY (t) + BZ(t) 也 是 它 的 解 . 
现在 , 我 们 再 回 到 自治 非 线性 系统 X = F(X). 令 X(t) 为 该 系统 的 一 个 特 
解 , 假设 在 某 个 区 间 J = [a, 8] 上 对 t+ 有 定义 . 固定 to CJ, 记 天 (to) = Xo. 对 每 个 
teJ, 令 
A(t) = DF x), 


其 中 DF x) 代表 下 在 点 X(t) ER 处 的 雅 可 比 和 矩阵 . 由 于 F A O 的 , A(t) = 
DF xq) 是 一 族 连 续 的 nxn ER. 考虑 非 自 治 的 线性 方程 


U' = A(t)U. 


该 方程 称 为 沿 解 X (t) 的 变 分 方程 . 由 上 一 个 定理 可 知 ， 对 所 有 的 初始 条 件 U (to) = 
Uo, 该 变 分 方程 都 有 一 个 定义 在 整个 了 上 的 解 . 
这 个 方程 的 意义 在 于 : ME Ut) 为 变 分 方程 满足 U (to) = Uo 的 解 ， 则 只 要 
Uo 充分 小 , 函数 
t— X(t)+U(t) 


就 是 原来 自治 方程 满足 初始 条 件 Y (to) = Xo+ Uo HRR Y (t) 的 一 个 好 的 逼近 . 这 
就 是 下 面 结 果 的 内 容 . 
命题 ”考虑 系统 XX' = F(X), 其 中 下 为 C1 的 . 假设 

(1) X(t) X X' = F(X) 的 一 个 解 ,对 所 有 的 te [a,8] 都 有 定义 , 且 X(t) = 
Xo; 

(2) U(t) 为 沿 X(t) 的 变 分 方程 的 解 , E U (to) = Uo; 

(3) Y(t) X X’ = F(X) 的 解 , E Y (to) = Xo + Uo. 


则 
lim ®© -(X@) +U) 
Uo—0 lUol 
XIF t € [a, 8] 一 致 收 伍 到 0. a 


严格 来 说 就 是 , 对 任意 的 。 > 0, 存在 6 > 0 使 得 当 [Vol < 6 BY, 对 所 有 的 
t € la, 6] 都 有 
IY (t) — (X(t) + U(E))| < dUol. 
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从 而 , 当 Uo > 0 时 , HA t > X(t) + U(t) HR MBI Y(t). 在 很 多 应 用 中 , 人 
们 直接 用 从 变 分 方程 得 到 的 解 苹 (} 十 U(t) ECR Y(t); 由 线性 释 加 原 
H, U(t) 线性 地 依赖 于 Uo 这 将 会 带 来 很 大 的 方便 . 
例 考虑 非 线性 方程 系统 

2 一 2 十 入 


y = -y. 


在 下 一 章 , 我 们 将 会 更 详细 地 讨论 这 个 系统 . 而 现在 , 注意 这 个 系统 有 一 个 明显 的 
解 , 也 就 是 位 于 原点 的 平衡 解 X(t) = (0,0). 沿 这 个 解 的 变 分 方程 为 


U' = DF(U) = (; a, 


这 是 一 个 自治 的 线性 系统 . 我 们 可 立刻 得 到 该 方程 的 解 为 


U(t) = ( a) . 
Yoe 

上 面 的 命题 就 保证 了 , 只 要 (zo, yo) 充分 接近 原点 , 非 线 性 方程 经 过 (£0, yo) HEX 
在 [—7,7) 上 的 解 就 可 以 与 U(t) 任意 接近 . E 

注意 , 上 例 中 的 讨论 是 相当 一 般 的 . 任 给 非 线性 微分 方程 系统 X = F(X), 如 
果 闫 0 为 它 的 一 个 平衡 点 , 则 我 们 就 可 以 考 虚 沿 这 个 解 的 变 分 方程 . 但 此 时 , DF x, 
是 一 个 常 值 矩 阵 A, 从 而 变 分 方程 UV' = AU 为 一 个 自治 的 线性 系统 . 这 个 系统 称 
为 在 Xo 处 的 线性 化 系统 . 我 们 知道 线性 化 系统 的 流 为 cxp(iA)Uo, FE, 上 面 的 
命题 就 表明 , 在 平衡 点 附近 , 一 个 非 线 性 系统 的 相 图 与 它 的 线性 化 系统 的 相 图 是 相 
似 的 . 在 下 一 章 , 我 们 要 将 “相似 ”这 一 说 法 更 准确 化 . 

利用 上 一 命题 , 假设 知道 了 解 X(t), 现在 就 可 以 如 下 来 计算 66/0XX: 
定理 i X= F(X) 为 一 个 微分 方程 系统 , 其 中 五 为 C 的 . 令 X(t) 为 该 系统 满 
FEA GRAF X(0) = Xo HR, 它 在 € lab] 上 有 定义 ; 再 令 U(t,Uo) Hi X(t) 
的 变 分 方程 满足 U (0, Uo) = Uo 的 解 . 则 


Dp(Xo) Uo = Ult, Uo), 


即 84/6X 在 Uo 上 的 作用 可 由 从 Uo 出 发 求解 相应 的 变 分 方程 给 出 . 
证 明 根据 上 一 命题 , 对 所 有 的 te la 6], 我 们 有 


oe(Xo + AU) — (Xo) = lim 
h 上 一 0 


U(t, AL 


Déi(Xo)Uo = lim =U(t,Uo). E 
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例 ” 作 为 这 些 想法 的 一 个 说 明 , 我 们 来 考虑 微分 方程 > = 27. 简单 的 积分 表明 , 满 
足 初始 条 件 z(0) = zo 的 解 为 


于 是 , 我 们 有 
il to) = 1 
Or” (zol 二 15 
另 一 方面 , 沿 x(t) 的 变 分 方程 为 
u’ = 2z(t)v = = u, 


该 方程 满足 初始 条 件 u(0) = uo 的 解 为 


u(t) = uo (<4). 


这 正 与 我 们 期 望 的 一 样 . = 


7.5 FRA: 数值 方法 


在 这 个 探索 中 , 我 们 先 描述 对 一 阶 微分 方程 的 解 进行 逼近 的 三 种 不 同方 法 . 你 
的 任务 就 是 对 每 一 种 方法 的 可 行 性 进行 评价 . l 

这 其 中 每 个 方法 都 包含 一 个 迭代 过 程 , 对 一 阶 微分 方程 z' = jltz) 的 一 个 解 
的 图 像 上 任 一 个 选 定 的 点 (tr, z(tk)), 我 们 都 要 找到 一 列 点 (tk, ce) KEC. 在 每 
种 情形 , 我 们 都 从 初 值 z(0) = zo 开始 , 于 是 如 = 0, 而 zo 就 是 给 定 的 初始 值 . 我 们 
需要 生成 如 ,zk 

在 三 种 方法 中 的 每 一 种 , 我 们 都 是 递归 地 生成 te: 选取 一 个 步 长 At, 然后 在 
te 上 简单 地 增加 At 就 得 到 

thai = th + At. 


选取 较 小 的 At( 希 望 ) 将 会 提高 方法 的 精度 . 

从 而 , 为 了 描述 每 一 种 方法 , 我 们 只 须 确定 那些 zk 的 值 . 在 每 种 情形 , zk+i 都 
E te FR LRA (te, zk) 的 直线 上 , 位 于 te 上 方 的 点 的 r 坐标 . 于 是 , 只 要 
我 们 给 出 了 这 条 直线 的 斜率 , zk+1 也 就 确定 了 . 

(1) 欧 拉 方法 . 此 时 , 沿 斜率 场 在 (tx, ce) 所 生成 的 直线 移动 At 个 时 间 单 位 就 
得 到 了 zk+1. 由 于 (te, te) 处 的 斜率 就 是 f(tx, ce), 于 是 再 增加 一 小 步 , 我 们 就 有 


Tk+1 = Tk + f (te, Tk)At. 
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(2) 改进 的 欧 拉 方 法 . 在 这 种 方法 中 , 我 们 用 两 个 斜率 的 平均 来 从 (tk, te) 移 
动 到 (thoi, Zk+1). 第 一 个 斜率 就 是 斜率 场 在 (te, cn) 处 的 取 值 , 即 


Mk = f (te, £k). 
第 二 个 斜率 则 是 斜率 场 在 (lri, ye) 处 的 取 值 , 其 中 ye 是 在 (te, ce) 处 用 欧 拉 方 法 
得 到 终点 , 即 
ng = f(tky Yk) 其 中 yk = £k + f(te, rp) At. 


于 是 , 我 们 有 
ree 二 Zk 十 (=) At. 


(3) (四 阶 ) 龙 格 - 库 塔 方法 ， 这 是 求解 微分 方程 的 最 常用 的 方法 .对 于 一 些 
特殊 情形 , 还 有 专门 设计 的 更 复杂 的 计算 方法 , 但 这 种 方法 作为 一 种 通用 算法 已 
经 用 了 几 十 年 . 在 这 种 方法 中 , 我 们 将 确定 四 个 斜率 , ma, ne pe. ge. 从 (te, Ze) 到 
(teti: Tk+1) 的 这 步 是 沿 以 这 4 个 值 取 加 权 平 均 得 到 的 斜率 的 直线 移动 得 到 的 : 


Mk + 2nk + 2pk +e) At 
— . 


Tk+1 = ZK 十 ( 
这 4 个 斜率 是 通过 以 下 的 方式 得 到 的 : 
(a) mg 同 欧 拉 方法 中 一 样 给 出 : 
mMk = f (tk, Tk). 


(b) 沿 在 (te, ce) 处 的 斜率 场 线 移动 半 个 步 长 得 到 中 间 点 (tk + (At)/2, Yk), nk 
就 是 斜率 场 在 该 点 的 斜率 , 即 


At . At 
nk = f (i + Sm) ， HP yk = zk +m: 


(c) 沿 过 (te, ce) 点 的 斜率 为 nk (而 不 是 mx) 的 直线 移动 半 个 步 长 得 到 另 一 个 
中 间 点 ( + (At)/2, zk), Pe 就 是 斜率 场 在 该 点 的 斜率 , 即 


At At 
m= shat Zn), 其 中 zk = Tk + nk 


(d) 用 过 (te, ce) 点 的 斜率 为 pk MARGE (tei, we), gk 就 是 斜率 场 在 该 
点 的 斜率 , 即 
Gk = f (trai, we), 其 中 we = £k + pp At. 


在 这 个 探索 中 , 你 们 的 目的 就 是 , 通过 估计 在 几 个 例子 中 实现 这 些 程序 所 产生 
的 误差 , 从 而 比较 3 种 方法 的 效果 . 我 们 建议 你 们 用 一 个 电子 表格 程序 来 做 这 些 
元 长 的 计算 . 

(1) 首先 , 为 了 确信 你 们 理解 上 面 3 种 方法 相当 精炼 的 描述 , 在 其 中 的 每 种 情 
形 , 请 在 te 平面 上 画图 示意 从 (tk, ce) 移动 到 (tes, zk+l) 的 过 程 . 

(2) 然后 , 我 们 来 研究 各 种 方法 对 一 个 特别 简单 的 微分 方程 r' = z 是 如 何 工 
作 的 . 

(a) 首先 , 找 出 这 个 方程 满足 初始 条 件 z(0) = 1 的 显 式 解 z(t)( 此 时 , 这 是 来 自 
于 数学 系 的 免费 礼物 ). 

(b) 然后 , 用 欧 拉 方 法 来 逼近 z(1) = e 这 个 值 , 步 长 为 At = 0.1， 即 利用 
At = 0.1, Ato = 0, zo =1 HA, MF R=1,---, 10, 递归 地 确定 出 tk, ce. 

(c) 将 步 长 减 半 , 即 取 At = 0.05, 重复 上 一 步 . 

(d) 还 足 用 欧 拉 方法 来 通 近 z(1), 不 过 这 次 将 步 长 除 以 5, 也 就 是 取 At = 0.01. 

(e) 现在 , 使 用 改进 的 欧 拉 方 法 以 及 同样 的 那些 步 长 重复 上 面 的 3 步 . 

(f) 然后 , 使 用 龙 格 - 库 塔 方法 再 重 做 . 

(g) 此 时 , 你 就 得 到 了 z(1) = ee 的 9 个 不 同 的 逼近 值 , 每 种 方法 3 个 . 对 每 种 情 
形 计 算 误 差 . 在 计算 误差 时 , 取 e= 2.718 281 828 452 353 602 87--- 作为 其 精确 值 . 

(h) 最 后 计算 , 当 步 长 从 0.1 变 到 0.05 以 及 从 0.05 变 到 0.01 时 , 误差 是 如 何 变 
化 的 . 即 如 果 记 pa 为 步 长 为 A 时 所 产生 的 误差 , 计算 po.1/po.05 和 po.os/po.ol， 

(3) 现在 重复 前 面 的 探索 , 这 次 是 对 非 自 治 方程 r = 2t(1 +27). 利用 值 tanl = 
1.557 407 724 654... 

(4) 当 把 步 长 缩小 到 1/2 或 1/5 后 , 讨论 误差 是 如 何 变化 的 . 特别 地 , 为 什么 龙 
格 - 库 塔 方法 称 为 “四 阶 ” 方 法 ? 


习 题 


1. 对 于 下 面 的 每 个 初 值 问 题 , 写 出 毕 卡 迭代 法 的 开始 几 项 . 如 果 可 能 , 找 出 显 式 
解 , 并 描述 解 的 定义 域 . 
(a) 2 =z +2; x(0) = 2. 
(b) 2’ = 24/3; z(0) =0. 
(c) 2’ = 24/3; z(0) = 1. 
(d) 2’ = cosg; x(0) =0. 
(e) zx’ =1/(2z); z(1)=1. 
2. 令 AI nxn HR EBL ALE REE RUORME X = AX, X(0) = Xo 可 以 给 
出 解 exp(tA)Xo 
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3. 将 毕 卡 选 代 法 运用 到 二 阶 初 值 问题 
z" = 一 4z; zf0) =0, z’(0)=2 


对 应 的 一 阶 系统 , 从 而 得 到 sin 2t 的 泰勒 级 数 . 
4. 对 线性 非 自治 微分 方程 系统 验证 线性 登 加 原理 . 
. 考虑 一 阶 方程 z = z/t 对 于 满足 z(0) = 0 的 解 你 能 说 些 什么 ? 对 于 2(0) = 
a 天 0 呢 ? 
6. 讨论 初 值 问题 z' = z*, zx(0) = 0 的 解 的 存在 唯一 性 , 其 中 a > 0. 
7. 设 A(t) 为 一 族 连 续 的 nxn 和 矩阵, 且 P(t) 为 初 值 问 题 P' = A(t)P， P(0) = Po 
的 矩阵 解 . 证 明 


Cn 


det P(t) = (det Po) exp (/ TrA(s)ds . 


8. A R 上 的 一 个 一 阶 微分 方程 的 例子 , 使 得 它 对 任何 初 值 问题 都 没有 解 . 
9. 构造 一 个 依赖 于 参数 a 的 微分 方程 的 例子 , 使 得 它 的 某 些 解 不 连续 依赖 于 a. 
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为 了 避免 出 现 上 一 章 所 遇 到 的 一 些 技术 性 困难 , 从 现在 起 , 除非 特别 申明 , 总 
假设 我 们 的 微分 方程 为 C” 的 . 这 意味 着 , 对 所 有 的 k, 微分 方程 的 右 端 都 是 大 次 
连续 可 微 的 . 这 至 少 可 以 保证 我 们 定理 中 的 假设 条 件 是 最 少 的 . 

我 们 已 经 看 到 , 写 出 非 线 性 微分 方程 系统 的 显 式 解 往往 是 不 可 能 的 . 当 我 们 有 
平衡 解 时 则 是 一 个 例外 ， 只 要 我 们 可 以 求解 相应 的 代数 方程 , 我 们 就 可 以 将 平衡 
点 明确 地 写 出 来 . 常常 , 对 于 一 些 特定 的 非 线 性 系统 , 这 些 就 是 它们 最 重要 的 解 . 
更 重要 的 是 , 在 已 经 有 了 有 关 线 性 系统 的 大 景 的 工作 后 , 我 们 通常 可 以 利用 线性 化 
的 技巧 , 来 确定 平衡 点 附近 的 解 行为 . 在 本 章 我 们 将 详细 地 描述 这 一 过 程 . 


8.1 ”一 些 用 作 说 明 的 例子 


在 本 节 , 我 们 考虑 几 个 微分 方程 的 平面 非 线性 系统 , 原点 都 是 它们 的 平衡 点 . 
我 们 的 目的 是 看 出 非 线性 系统 在 原点 附近 的 解 与 它们 的 线性 化 系统 的 解 是 相似 
的 , 至 少 在 某 些 情形 是 如 此 . 
作为 第 一 个 例子 , 考虑 系统 
2z/ 一 2 十 咏 
y = —y. 


它 仅 有 一 个 位 于 原点 的 平衡 点 . 为 了 画 出 附近 的 解 , 我 们 注意 到 , 如 果 y 很 小 , 则 
y RE). 于 是 至 少 在 原点 附近 , BONE T =act+y? 与 z= 非常 接近 . 在 7.4 
节 中 , 我 们 已 经 证 明了 这 个 系统 的 流 在 原点 附近 与 它 的 线性 化 系统 X = DFoX 
的 流 很 “接近 ”. 由 此 想到 , 我 们 可 以 不 考虑 线性 化 系统 , 而 是 考虑 简单 地 扔 掉 高 
阶 项 后 的 系统 

2/ 一 了 

y = —y. 
BR, 我 们 可 以 立刻 解 出 这 个 系统 . 于 是 我 们 得 到 在 原点 的 一 个 鞍点 , 它 的 稳定 线 
为 y 轴 , 而 不 稳定 线 为 zx 轴 . 

现在 让 我 们 回 到 原来 的 非 线性 系统 . 很 幸运 , 我 们 也 可 以 将 这 个 系统 显 式 地 

解 出 来 . 从 第 二 个 方程 y = -y 可 得 y(t) = yor, 将 它 代 入 第 一 个 方程 , 可 得 


x =x + ye”. 
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这 是 一 个 一 阶 非 白 治 方程 , 像 微 积分 中 一 样 , 我 们 “ 猜 ” 它 有 一 个 形 如 ce 2 的 特 
解 , 这 样 就 可 以 确定 它 的 解 . 事实 上 , 将 猜测 的 这 个 形式 代入 方程 就 可 以 得 到 一 个 
特 解 ， 


1 2 _ 
z(t) = -5%e 2t, 


于 是 , 很 容易 验证 , 任何 如 下 形式 的 函数 


1 
a(t) = cet — sage" 


都 是 方程 的 一 个 解 . 从 而 原 系 统 的 通 解 为 
z(t) = (= 十 3 ) et 一 Be? 
y(t) = yoe™t. 


如 果 yo = 0, 我 们 可 找到 一 个 直线 解 x(t) = zoe’, y(t) = 0, 这 与 线性 情形 的 解 
是 相同 的 . 然而 , 与 线性 情形 不 同 的 是 , y 轴 不 再 是 趋 于 原点 的 一 个 解 . 事实 上 , 沿 
y WAERD (y, -y), CS y 轴 不 相 切 , 其 实 , 所 有 的 非 零 向 其 都 是 指向 该 坐标 
轴 的 右 侧 . 

另 一 方面 , 有 一 条 过 原点 的 曲线 ,上面 的 解 都 趋向 (0,0). 考虑 R? 中 的 曲线 
z+ 3 = 0. 假设 (zo, yo) 在 这 条 曲线 上 , S (x(t), y(t) 是 满足 这 个 初始 条 件 的 解 . 


_ 1 、 ps 
HF zo 十 3% = 0, 这 个 解 就 是 


la 
z(t) = -390° 2t 


y(t) = yoe™. 

注意 , 对 所 有 的 t, 我 们 都 有 z(t) + = (u(t)? = 0, 从 而 对 所 有 的 时 间 , 这 个 解 都 停留 
在 曲线 上 . 而 且 , 当 t 一 co 时 , 这 个 解 趋 于 平衡 点 . 这 样 , 我 们 就 找到 了 过 原点 的 一 
条 稳定 曲线 , 它 上 面 的 所 有 解 都 趋 于 (0,0). 注意 , 这 条 曲线 在 原点 与 y 轴 相 切 ( 见 
图 8.1). 

我 们 能 次 真 的 “ 扔 掉 ” 系统 的 非 线性 项 呢 ? 下 面 我 们 将 看 到 , 这 个 问题 的 回答 
是 : 得 看 情况 . 然而 , 在 现在 的 情形 , 这 样 做 是 完全 合法 的 , 这 是 因为 我 们 能 找到 一 
个 变量 替换 将 原来 的 系统 真 的 转化 成 它 的 线性 系统 . 

为 了 说 明 这 一 点 , 我 们 引入 新 变 基 u,v 如 下 


1 2 
UT+ay 


v=y. 
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则 在 新 坐标 下 , 系统 变 成 


bya 


图 8.1 xz =r+y,y = -y 的 相 平 面 . 注意 它 的 稳定 曲线 与 y 轴 相 切 


例 一 般 地 , 像 上 例 那 样 将 一 个 非 线 性 系统 转换 成 一 个 线性 系统 是 不 可 能 的 , 这 是 
因为 非 线 性 项 几乎 总 是 会 对 系统 在 远离 原点 (系统 的 平衡 点 ) 的 地 方 产生 巨大 的 
改变 . 例如 , 考虑 非 线 性 系统 


1 1 
a! = 5a—y—5(2° tys) 


1 1 _1 3 2 
多 一 7 十 了 5 (y + x7y). 


我 们 在 原点 处 仍然 有 一 个 平衡 点 . 现在 的 线性 化 系统 为 


其 特征 值 为 Eti 容易 验证 , 这 个 线性 系统 的 所 有 解 都 按 反 时 针 方向 盘旋 地 远离 
原点 , HAT oc. 
求解 上 面 的 非 线性 系统 看 起 来 很 困难 . 然而 , 如 果 换 成 极 坐标 , 方程 会 变 得 非 
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常 简单 . 通过 计算 可 得 
r'cos@ 一 r(snb0)0 = 2 = 3(r 一 ra)cosb 一 rsinb 
r'sinbg 十 r(cosb0)0' = y' = a — r?) sin 十 rcosb， 


在 上 面 的 式 子 中 比较 cosg 和 sind 的 系数 可 得 


r' 一 7(1 — r?)/2 
=i. 


由 于 去 掉 了 方程 的 耦合 , 现在 我 们 可 将 系统 显 式 地 解 出 . 为 了 做 得 更 好 些 , 我 
们 将 以 一 种 更 几何 化 的 方式 进行 . 从 方程 9 = 1 可 得 , 所 有 的 非 零 解 都 绕 着 原点 反 
时 针 方 向 盘旋 . 从 第 一 个 方程 可 以 看 出 , 解 并 不 会 盘旋 地 趋 于 co. 事实 上 , Br = 1 
时 , 我 们 有 r = 0, 于 是 所 有 从 单位 圆周 上 出 发 的 解 永 远 逗 留 在 那儿 , 而 且 沿 圆周 
作 周 期 运动 . 由 于 当 0 <7 < 工时 ,” > 0, 我 们 可 以 得 出 , 单位 圆周 内 部 的 非 零 解 
都 盘旋 地 离开 原点 , 并 且 趋 向 单位 圆周 . 由 于 当 > 1 时 , r< 0, 单位 圆周 外 部 的 
解 都 盘旋 地 趋向 单位 圆周 ( 见 图 8.2). E 


图 8.2 r= 3(r — 1?) 0 = 1 的 相 平 面 


在 这 个 例子 中 , 没 办 法 找到 一 个 整体 的 坐标 变换 将 系统 化 成 线性 形式 , 其 理由 
是 , 线性 系统 都 不 会 像 这 样 盘旋 地 趋向 圆周 . 然而 在 原点 附近 仍然 有 可 能 . 

为 了 看 出 这 点 , 首先 注意 到 , 当 0 < ro < 1 时 , 在 半径 为 ro 的 圆周 上 , 非 线 
性 向 基 场 指向 这 个 圆周 的 外 部 .这 是 由 于 在 任何 一 个 这 样 的 贺 周 上 , BA’ = 
ro(1 一 78)/2 > 0. 从 而 , 当时 间 向 后 时 , 非 线性 系统 的 所 有 解 都 趋 于 原点 , 事实 上 是 
盘旋 地 趋 于 原点 . 、 

利用 这 个 事实 , 我 们 可 以 在 圆 盘 ” < ro 内 定义 线性 和 非 线性 系统 之 间 的 一 个 
共 圈 , 其 方式 类 似 于 第 4 章 . 记 为 非 线性 系统 的 流 . 在 极 坐标 中 , 上 面 的 线性 化 


8.1 一 些 用 作 说 明 的 例子 133 


系统 成 为 
r'=r/2 
6 =1. 


记 Ve 为 这 个 系统 的 流 . 在 时 间 向 后 时 , 这 个 线性 系统 的 所 有 解 也 都 趋 于 原点 . 现在 
在 由 r < 1 定义 的 圆 盘 D 内 定义 这 两 个 流 之 间 的 一 个 共 圈 . 固定 ro,0 < ro <1. 对 
F D 内 的 任 一 点 (7,9),r > 0, 存在 唯一 的 t= t(r, 0) 使 得 9.(7,9) 属于 圆周 r= ro. 
然后 , 我 们 定义 函数 

h(r,0) = Y-t ° be(r, 8), 


其 中 ,上 = t(r,0). 我 们 还 规定 h 将 原点 带 到 原点 . 则 可 以 直接 验证 , 对 于 D 内 任 一 
点 (7,0), 都 成 立 
hogs(r,0) = Ys o h(r,0), 
从 而 , h 就 给 出 了 非 线 性 系统 和 线性 系统 之 间 的 一 个 共 轿 . 同时 , 容易 验证 ,hh D 
映射 到 整个 R. 
于 是 , 我 们 发 现 , 虽然 并 不 是 总 能 将 一 个 系统 整体 线性 化 , 但 时 常 能 够 实现 局 

部 线性 化 . 很 遗憾 , 这 翌 的 局 部 线性 化 可 能 对 解 的 行为 提供 不 了 任何 有 用 的 信息 . 
例 现在 , 考虑 系统 

T’ = —y + r(x? + y?) 

y! = £ + ey(z? + y’). 


这 里 e 为 一 个 参数 , 既 可 取 正 也 可 取 负 . 
T= —y 
y =z, 
由 此 可 见 , 原点 为 一 个 中 心 , 而 且 所 有 的 解 都 在 以 原点 为 中 心 的 圆周 上 , 以 单位 角 
速度 反 时 针 方 向 旋转 . 
非 线 性 系统 却 几乎 完全 不 一 样 . 在 极 坐 标 下 , 非 线 性 系统 成 为 


r= er’ 


0 =1. 


FE, 当 e > 0 时 , 所 有 的 解 都 盘旋 地 离开 原点 , 而 当 e < 0 时 , 所 有 的 解 都 盘旋 地 
趋 于 原点 . 增加 的 非 线 性 项 , 不 管 它 在 原点 附近 是 多 么 的 小 , 都 明显 地 改变 了 线性 
化 系统 的 相 图 ; 从 而 , 我 们 不 能 用 线性 化 方法 确定 系统 在 平衡 点 附近 的 行为 。 国 
A 现在 考虑 最 后 一 个 例子 : 
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该 系统 唯一 的 平衡 解 为 原点 . 所 有 其 他 的 解 (除了 y 轴 上 的 解 ) 都 向 右 运动 , 并 且 
趋向 z 轴 . 在 y ML, 解 都 沿 该 直线 趋 于 原点 . 于 是 , 其 相 图 如 图 8.3 所 示 . a 


~ 
fa 


图 8.3 x = 22,y = -y 的 相 平面 
该 系统 的 线性 化 系统 为 


z’ =0 
y=-y, 
z 轴 上 的 所 有 的 点 都 是 这 个 系统 的 平衡 点 , 而 所 有 其 他 的 解 都 位 于 x = c(c 为 常数 ) 
的 竖 线 上 . 可 见 , 它 与 图 8.3 的 图 形 十 分 的 不 同 . 
这 里 , 以 及 上 例 中 的 问题 在 于 , 线性 化 系统 在 原点 的 平衡 点 不 是 双 曲 的 . 当 一 
个 平面 线性 系统 有 一 个 零 特征 值 或 中 心 时 , 增加 的 非 线 性 项 常常 会 将 相 图 完全 改 
变 . 
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在 上 节 的 例子 中 我 们 看 到 , 只 有 当 线 性 化 系统 为 双 曲 时 (也 就 是 没有 一 个 特 
征 值 的 实 部 为 零 ), 平面 非 线 性 系统 在 平衡 点 附近 的 解 行为 才 会 与 其 线性 化 系统 相 
似 . 在 本 节 , 通过 考虑 汇 点 这 一 特殊 情形 , 我 们 开始 描述 一 般 的 非 线性 系统 中 的 双 
曲 平衡 点 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 将 只 对 平面 情形 给 出 结果 的 证 明 , 当然 , 所 有 的 这 
些 结果 在 R 中 也 都 成 立 . 

令 X' = F(X), 并 假设 F(Xo) = 0. 记 DF x, X F Y Xo 处 的 雅 可 比 和 矩阵 . 
则 , 像 第 7 章 一 样 , 线性 微分 方程 系统 


Y'= DFx,Y 


称 为 Xo 处 的 线性 化 系统 . 注意 , 如 果 Xo = 0, 线性 化 系统 可 以 通过 简单 地 扔 掉 F 
中 的 非 线性 项 得 到 , 我 们 在 上 节 就 是 这 么 做 的 . 
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为 了 与 我 们 在 线性 系统 的 工作 进行 类 比 , 我 们 称 一 个 非 线性 系统 的 一 个 平衡 
点 Xo 为 双 曲 的 , MR DF x, 的 所 有 特征 值 都 有 非 零 实 部 . 
下 面 我 们 专门 讨论 平面 系统 的 平衡 点 , 而 且 假 设 相 应 的 线性 化 系统 在 原点 处 
为 一 汇 点 . 假设 我 们 的 系统 为 
x’ = f(z,y) 
y’ = 9(z,y), 
其 中 f (x0, yo) = 0 = g(z0, yo). 如 果 我 们 做 坐标 变换 u = zx 一 x0,v = y- yo, WHF 
统 以 (0,0) 为 一 个 平衡 点 . 因而 , 我 们 不 妨 在 开始 就 假设 zo = yo = 0. 然后 再 做 一 
个 线性 的 坐标 变换 将 线性 化 系统 化 为 标准 形 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 在 开始 就 假设 线 
性 化 系统 有 不 同 的 特征 值 -和 < -u < 0. 于 是 , 在 经 过 这 些 坐 标 变换 之 后 , 我 们 的 
系统 就 变 成 了 
zg =—dr+hi(z,y) 
y = -Hy + ho(z,y), 
其 中 h; = hj(z,y) 包含 所 有 的 “高 阶 项 * , 即 , h; 含有 它 的 泰勒 展 式 中 的 zy 的 二 
阶 或 更 高 阶 项 . 等 价 地 , RTA 


li h;(z, y) 一 0, 
(z,y)— (0,0) r 
其 中 ”2 =r? + y?. 
此 时 , 线性 化 系统 就 是 
za’ 一 一 Xz 
y = 一 Ag 


对 于 这 个 线性 化 系统 , 我 们 知道 向 量 场 总 是 指向 中 心 在 原点 , 半径 为 + 的 圆周 的 内 
部 . 事实 上 , 如 果 求 这 个 线性 向 二 场 与 圆周 的 外 法 向 其 (z,y) 的 点 乘 , 就 有 , 对 任何 
的 非 零 向 量 (x,y), 


(—Az, —py) (2,9) = —Aa? — py? < 0. 


正如 我 们 在 第 4 章 中 所 见 , OE AR A TAT BR VS} POR, 从 而 所 有 解 都 趋 
于 原点 . 

对 非 线性 系统 也 会 发 生 同 样 的 事情 , 至 少 在 (0,0) 附近 会 如 此 . 记 gq(z,y) 为 向 
量 场 与 (z,y) 的 点 乘 . 我 们 有 


alz, y) = (—Ax + hi(z,y), -uy + ho(z,y)) - (x,y) 

Az? + thi (x,y) — wy? + yho(z, y) 

—u(x? + y?) + (u — dA)x? + whi (x,y) + yho(z, y) 
—pr? + zhi (x,y) + yho(z, y), 


全 
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最 后 一 个 不 等 式 是 因为 (4 - A)z” <0. 于 是 , 我 们 就 有 
almy) — pt rhi(z, y) + yha(e, y) 


=~ 


r2 r 
当 r 一 0 时 , 上 式 的 右边 趋 于 -u 由 此 可 得 , 至 少 在 充分 靠近 原点 时 ,9(z,y) 为 负 
AS. 从 而 , 非 线 性 向 景 场 指 向 中 心 在 原点 , 半径 很 小 的 圆周 的 内 部 , 因而 当初 始 条 件 
取 在 这 些 圆周 的 内 部 时 , 相应 的 解 必定 趋 于 原点 . 于 是 , 这 就 解释 了 , 为 什么 我 们 
像 线 性 情形 一 样 称 这 种 类 型 的 平衡 点 为 汇 点 . 
可 以 直接 验证 , 当 线 性 化 系统 的 特征 值 为 a 土 :8,a < 0,8 关 0 时 ,同样 的 结果 
也 成 立 . 在 重负 特征 值 情 形 , 我 们 首先 需要 作 坐 标 变换 使 得 线性 化 系统 成 为 


a’ 三 一 AZ 十 cy 
y = —ry, 


其 中 , e 充分 小 . 在 第 4 章 中 我 们 已 经 说 明了 如 何 处 理 这 种 情况 . 于 是 , 同样 地 有 ， 
该 向 基 场 指向 半径 充分 小 的 圆周 的 内 部 . 

现在 我 们 就 能 够 将 一 个 非 线性 系统 的 流 在 一 个 冯 曲 平衡 点 ( 汇 点 ) PE SE 
到 它 的 线性 化 系统 的 流 . 事实 上 , 上 节 第 二 个 例子 的 讨论 可 以 几乎 不 作 变动 就 用 
到 现在 的 情形 . 类 似 地 , 在 一 个 双 曲 源 点 附近 , 非 线性 系统 也 是 共 罗 于 相应 的 线性 
化 系统 . 

这 个 结果 是 下 面 更 一 般 的 定理 的 一 个 特殊 情形 . 
线性 化 定理 假设 ”维系 统 X = F(X) 在 Xo 处 有 一 个 双 曲 平衡 点 . 则 , E Xo 
的 一 个 邻 域内 , 非 线性 系统 的 流 共 轿 于 其 线性 化 系统 的 流 . a 

由 于 当 特 征 值 既 有 正 实 部 又 有 负 实 部 时 , 证 明 需 要 用 到 超出 本 书 范围 的 分 析 
技巧 , 因而 我 们 不 打算 在 这 里 证 明 这 个 定理 . 


8.3 $ 点 


现在 我 们 来 看 线性 化 系统 在 R? 的 原点 处 为 一 瞬 点 的 平衡 点 情形 . 像 上 节 一 
样 , 我 们 不 妨 假设 系统 有 如 下 的 形式 : 


a! = àz + filz,y) 
y = —py + fo(z,y), 


其 中 -u <0< 入 且 当 7 一 0 时 , 方 (z, 0)/r BT 0. 像 线 性 系统 情形 一 样 , 我 们 称 
这 种 类 型 的 平衡 点 为 一 个 鞍点 . 

对 于 线性 化 系统 , y 轴 为 稳定 线 , 4 t 一 cc 时, 此 线 上 的 所 有 解 都 趋 于 原点 . 
类 似 地 , z 轴 为 不 稳定 线 . 正如 在 8.1 节 中 所 看 到 , 我 们 不 能 指望 这 些 稳定 和 不 稳 
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定 直线 在 非 线性 情形 还 保持 . 尽管 如 此 , 确实 还 存在 一 对 过 原点 的 曲线 具有 类 似 的 
性 质 . 

记 Ws(0) 为 一 些 初 始 条 件 构 成 的 集合 , 从 这 些 初始 条 件 出 发 的 解 当 t 一 oo 时 
趋 于 原点 . 记 W*(0) 为 另 一 些 初始 条 件 构成 的 集合 , 从 这 些 初始 条 件 出 发 的 解 当 
一 一 00 时 趋 于 原点 . W°(0) 和 W0) 分 别称 为 稳定 曲线 和 不 稳定 曲线 . 

下 面 的 定理 表明 非 线 性 通 点 附近 解 的 行为 与 线性 情形 非常 相似 . 
稳定 曲线 定理 假设 系统 

x’ = Ax + fi(z,y) 
y = —py + fo(z,y) 


满足 —u<0<A, 且 当 7 一 0 时 , f)(2,y)/r BF 0. 则 存在 e> 0 以 及 定义 在 |y| <e 
上 的 一 条 曲线 xz = h (y) 满足 hs(0) = 0. 进一步 ， 

(1) 初始 条 件 在 这 条 曲线 上 的 所 有 的 解 对 所 有 的 t > 0 仍然 在 这 条 曲线 上 , 而 
且 在 t 一 co 时 趋 于 原点 ; 

(2) 曲线 z = ie(g) 经 过 原点 时 切 于 y 轴 ; 

(3) 初始 条 件 位 于 以 原点 为 中 心 、e 为 半径 的 圆 盘 内 的 所 有 其 他 的 解 在 时 间 增 
加 时 都 将 离开 该 圆 盘 . B 

我 们 依次 给 出 几 点 注 记 . 曲线 z = ht (y) 称 为 0 处 的 局 部 稳定 曲线 . KF 
局 部 稳定 曲线 上 的 解 在 时 间 向 后 时 就 得 到 完整 的 稳定 曲线 W:(0). 事实 上 , 函数 
hs(y) 在 所 有 点 处 都 是 CO, 但 我 们 并 不 打算 在 此 证 明 这 一 点 . 

类 似 的 不 稳定 曲线 定理 将 为 我 们 提供 形 如 y = h*(z) 的 局 部 不 稳定 曲线 . 这 
条 曲线 在 原点 与 > 轴 相 切 . 曲线 上 的 所 有 解 当 t 一 -oo 时 都 趋 于 原点 . 

我 们 先 给 出 稳定 曲线 定理 证 明 的 一 个 简单 的 梗概 . 考虑 由 直线 lz| = e, ly] = € 
围 成 的 正方 形 , 其 中 。 > 0 充分 小 . 线性 系统 z = Ary = -uy 的 向 量 场 在 正方 形 
` 的 上 下 两 个 边界 y= te 的 内 部 指向 正方 形 的 内 部 , 由 于 非 线 性 系统 和 这 个 线性 系 
统 很 接近 , 因而 非 线 性 系统 也 具有 这 个 性 质 . 类 似 地 , 非 线性 向 量 场 在 左右 两 个 边 
界 上 指向 正方 形 的 外 部 . 

现在 考虑 位 于 上 边界 y= e 上 的 初始 条 件 , 其 中 的 有 些 解 将 从 正方 形 的 左边 
离开 , 而 另外 一 些 则 从 右边 离开 , 但 解 不 可 能 既 从 左边 又 从 右边 离开 , 从 而 这 些 解 
的 集合 是 不 相交 的 . 于 是 , 一 定 有 一 些 初始 条 件 使 得 从 它们 出 发 的 解 根本 就 不 会 高 
F. 我 们 将 首先 证 明 这 些 不 离开 的 解 将 趋 于 原点 . 其 次 , 我 们 将 证 明 在 上 下 两 个 边 
界 上 都 分 别 只 有 一 个 初始 条 件 使 得 它 的 解 的 行为 是 这 样 的 . 最 后 , 我 们 将 证 明 这 个 
解 在 一 个 形 如 z = h (y) 的 函数 的 图 像 上 , 并 且 函 数 z = hs(y) 具有 所 要 的 性 质 . 

TH, 我 们 将 证 明 的 细节 补 上 . 记 Be 为 由 zx = tey = te 围 成 的 正方 形 , 记 
SÈ 为 Be 的 上 下 边界 . 记 Cu 为 Be 内 部 由 |y| > Mie) 所 定义 的 锥 形 区 域 . 这 里 我 
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们 只 关心 Cu 的 边界 的 斜率 tM 的 绝对 值 很 大 的 情形 y 

( 见 图 8.4). “Me 
引 理 ” 任 给 M > 0, 存在 e> 0 使 得 在 Cu mn Be 的 边界 

点 (当然 , 原点 除外 ) 上 , 非 线性 向 基 场 指向 Cx 的 外 部 . x 
证 明 任 给 M > 0, 选 取 e > 0 使 得 对 所 有 的 (x,y) € Be, 

都 有 


’ SS. 
Wiley] < emer 


下 面 假设 x > 0. 在 Cu 的 右边 界 上 , 我 们 有 图 8.4 锥 Cm 


r= àz + filz, Mz) 


YV 


Az — |filx,Mz)| 


\ 
> 
R 


= 》Xz 一 A ___(2,/M?+ 1) 
入 


= 32> 9 


于 是 , 在 锥 形 边界 的 这 个 边 上 有 z > 0. 
类 似 地 , 如 果 y > 0, 必要 时 取 更 小 的 e > 0 使 得 在 y > 0 的 Cu 的 边界 上 , 有 
y < 0. 事实 上 , 只 要 选取 e 满足 


H 
< — 
|fo(z,y)| 2/M? Fi 


即 可 . FE, 在 Cu 的 位 于 第 一 象限 的 边界 上 , 我 们 已 经 证 明 向 基 场 指向 右 下 , 从 而 
指向 Cu 的 外 部 . 类 似 的 推理 可 以 证 明 在 Cm 的 其 他 边界 上 , 向 基 场 也 是 指向 Cm 
的 外 部 . 这 就 证 明了 该 引 理 . 
从 这 个 引 理 可 得 , 存在 SEN Cm 中 的 一 个 初始 条 件 集合 使 得 其 解 最 终 从 Ca 
的 右边 离 并 , 以 及 St mCa 中 的 另 一 个 初始 条 件 集合 使 得 其 解 最 终 从 Cu 的 左边 
离开 . 由 于 解 对 初始 条 件 的 连续 性 ( 见 7.3 节 ), 这 两 个 集合 都 是 开 集 . 下 面 我 们 证 
明 , 这 两 个 集合 中 的 每 一 个 事实 上 都 是 单一 的 开 区 间 . 
记 Ch 为 Cu 位 于 z 轴 上 方 的 部 分 , 而 Ci 为 Cw 位 于 z 轴 下 方 的 部 分 . 
引 理 ”假设 M > 1, 则 存在 e > 0 使 得 在 CH, Py <0, E CY Hy’ >D. 
证 明 在 CR, 中 ,我 人 有 |Mz| <y, 从 而 
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也 即 l 
r< EVit Me. 


像 上 一 引 理 一 样 , 选取 e 使 得 对 所 有 的 (2, y) e Be 部 有 
|fo(z,y)| < WR” 
于 是 , FECT 中 , 我 们 就 有 


y < —py + |fe(z, y)| 


人 


m 
-+ 一 上 r 
WY OMT 1 


H 
HY + Sag” 


{N 


H 
< Toy; 


最 后 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 M > 1. 这 就 对 CH 证 明了 结果 . 对 Cy, 的 证 明 是 类 
似 的 . a 

从 这 个 结果 , 我 们 可 以 看 出 , 从 5+ mn Cm 出 发 的 解 , 如 果 仍 然 在 CH 中 , 则 沿 
y 方向 递减 . 特别 地 , 没有 解 会 始终 待 在 CH 中 , 除非 解 趋 于 原点 . 由 存在 唯一 性 
定理 , St 中 从 右边 (或 左边 ) 离开 的 点 必定 形成 一 个 单一 的 开 区 间 . 因而 这 两 个 区 
间 在 St 中 的 余 集 为 一 个 非 空 闭 区 间 , 其 上 的 解 始 终 不 离开 Ct, 因而 当 t-，o0 时 
趋 于 0. 在 Cy, P, 我 们 有 类 似 的 结果 . 

现在 , 我 们 断言 , 在 St PRET 0 的 初始 条 件 区 间 实 际 上 是 一 个 单 点 . 为 了 
看 出 这 一 点 , 回想 在 7.4 节 中 讨论 的 这 个 系统 的 变 分 方程 , 这 是 一 个 非 自治 线性 系 
统 

U' = DF xU, 


其 中 X(t) 为 非 线 性 系统 的 一 个 给 定 解 ， 
F (=) _ ( Az + fi(z,y) 
y —py + fo(z,y) ) 

我 们 在 第 7 章 中 已 经 证 明 , 任 给 r > 0, 如 果 |Uo| 充分 小 , M4 o0 < t <r, 变 
分 方程 满足 上 (0) = Uo 的 解 U(t) 与 非 线性 系统 满足 Y(0) = Xo+ Do 的 解 Y(t) 
彼此 都 很 接近 . 

HES X(t) = (x(t), y(t) 为 该 系统 从 不 离开 Cu 的 一 个 解 . 假设 z(0) = 
xo, y(0) =e. 
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引 理 $ U) = (w(t) ut) 为 变 分 方程 
U’ = DF xU 


满足 luz(0)/ua(O)| < 1 的 任 一 解 . 则 我 们 可 选取 e > 0 充分 小 使 得 对 所 有 的 上 >0 
部 有 |uo(t)| < lu: (8). 
VER 变 分 方程 可 以 写成 


uy = àui + firu + fi2u2 
Ug = -puz + four + fozuz, 


通过 选取 更 小 的 。 BT DATE | fis (t)| 要 多 小 有 多 小 . 任 给 该 方程 的 解 (ult), ult), 
记 7 = mt) 为 这 个 解 的 斜率 wu2(t)/uilt). 利用 变 分 方程 以 及 函数 的 商 的 求 导 公式 ， 
可 见 了 满足 

7 = a(t) — (u + à + OBE) + Y(t)’, 


其 中 a(t) = fai (t), A(t) = fir(t) 一 falt) v(t) = -f12(t). 特别 地 , a, 0, y 都 很 小 . 想 
到 /十 > 0, 于 是 
—(u +à + 8(t)) <0. 


由 此 可 得 , 如 果 nlt) > 0, 则 存在 常数 a1, 02,0 < ai < ay 使 得 
—agn + a(t) <n! & -a + a(t). 


现在 , MRM e 充分 小 , HA ui (0) = w2(0), 从 而 (0) = 1, WA (0) < 0, 从 而 
在 开始 时 n(t) 是 递减 的 . 类 似 地 讨论 可 得 , 如 果 7(0) = -1 则 7(0) > 0, 从 而 nlt) 
递增 . 特别 地 , 任何 在 开始 满足 Im(0)| < 1 的 解 将 永远 不 会 满足 nlt) = +1. 由 于 我 
们 的 解 满足 |m(0)| < 1, 从 而 这 个 解 将 会 陷入 区 域 ne < 1, 于 是 我 们 就 有 , 对 所 有 
的 上 > 0, |uo(t)| < ua 人 |. 这 就 证 明了 引 理 . a 

为 了 完成 定理 的 证 明 , 假设 有 第 二 个 永远 位 于 Cx FRIR Y(t). 于 是 当 t 一 oo 
时 , Y(t) 一 0. 假设 工 (0) = (10,6), zh AZo. 可 见 , 当初 始 条 件 (z,e) 满足 zo <z < 
To 时 , 从 (z,e) 出 发 的 解 也 趋 于 原点 , 于 是 我 们 不 妨 假设 z 足够 接近 ro 我 们 将 
用 变 分 方程 的 一 个 解 来 逼近 Y(t) — X(t). 记 U(t) 为 变 分 方程 


U' = DF xU 


满足 ur (0) = z — zo, u2(0) = 0 的 解 . 将 上 面 的 引 理 应 用 到 U(t) 可 得 , 对 所 有 的 三 


ua(t) < u(t). 
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我 们 有 
|e} | = [Au + fii(t)ul 十 fi2(t)ue| 
> Alual — (fr) + fitu. 


但 由 于 当 € 一 0 时 |fi1 十 fiz| 趋 于 90, 于 是 我 们 有 ,对 于 某 一 KK > 0, 
luil > Klual. 


TÆ, 对 于 t > 0, | 的 | > Cet. 又 根据 假设 Y(t) BF 0. 但 是 , 如 果 wi(0) £0, 
WW Y(t) A U(t) 之 问 的 距离 必定 要 变 得 很 大 . 这 个 矛盾 就 证 明了 Y(t) = X(t). 
最 后 , 我 们 断言 , X(t) EUTF y 轴 趋 于 原点 的 . 事实 上 , 不 管 M BK, 我 们 总 
可 选取 充分 小 , 使 得 X(t) 位 于 Cu 中 , 于 是 , 当 X(t) 逼近 (0,0) 时 , X(t) 的 斜率 
HTF too. 这 就 证 明了 我 们 的 断言 . a 
我 们 简单 地 讨论 一 下 高 维 的 远 点 来 结束 本 节 . 假设 X = F(X), X ER". 假 
Xo 为 一 个 平衡 解 , 其 相应 的 线性 化 系统 具有 上 个 实 部 为 负 的 特征 值 和 7 一 
个 实 部 为 正 的 特征 值 . 则 局 部 稳定 集 和 局 部 不 稳定 集 一 般 不 再 是 曲线 , 而 分 别 是 
k HER n- k ER TRE”. 我 们 不 打算 在 此 讨论 流 形 理论 , 而 只 是 简单 地 指出 ， 
这 意味 着 , 在 经 过 一 个 线性 坐标 变换 后 , 原点 附近 的 局 部 稳定 集 由 一 个 Cee 函数 
9 : Be > R"“* 的 图 像 所 给 出 , 其 中 g(0) = 0, E 9 的 所 有 的 偏 导数 在 原点 都 是 零 . 
XE, B, 是 R* 中 中 心 在 原点 半径 为 > 的 圆 盘 . 局 部 不 稳定 集 是 一 个 n-k AAR 
上 的 类 似 的 图 像 . 这 两 个 图 像 在 平衡 点 Xo 处 分 别 切 于 七 的 稳定 子 空间 和 不 稳定 
子 空间 . 于 是 它们 只 在 Xo 处 相交 . 
例 考虑 系统 


Tt = -T 


1 


< 
| 
e 


2 = z+? +y. 
其 在 原点 的 线性 化 系统 的 特征 值 为 1 和 -1( 二 重 ). 坐标 变换 


=r 


w= z+ (2? +9?) 


将 这 个 非 线性 系统 化 成 下 面 的 线性 系统 : 
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平面 w = 0 为 这 个 线性 系统 的 稳定 平面 上 面 的 坐标 变换 将 这 个 平面 变换 成 曲 
面 : 

z= = (2? +4’), 
这 是 R? 中 过 原点 的 一 个 抛物 面 , 而 且 开 口 向 下 . 这 个 曲面 上 的 所 有 解剖 趋 于 原点 ， 
我 们 称 它 为 这 个 非 线 性 系统 的 稳定 曲面 ( 见 图 8.5). a 


| z=W (0) 


w(0) 


图 8.5 z’ = -ry = -y, z = z+ r° +y? HA 


84 稳定 性 


在 常 微 分 方程 及 其 应 用 中 , 平衡 点 的 研究 扮演 了 重要 的 角色 . 然而 , 为 了 保证 
一 个 平衡 点 有 物理 意义 (此 处 以 及 本 书 中 其 他 一 些 地 方 , 我 们 都 是 在 一 种 广义 的 
意义 下 使 用 物理 这 个 词 , 在 某 些 场合 , 物理 可 能 要 被 替换 成 生物 、 化 学 , 甚至 是 经 
济 ), 它 必 须 满足 一 定 的 稳定 性 假设 . 

一 个 平衡 点 称 为 稳定 的 , 如 果 附近 的 解 在 将 来 都 仍然 逗留 在 附近 . 在 动力 系 
统 的 应 用 中 , 人 们 常常 不 能 给 出 位 置 的 准确 值 , 而 只 是 一 个 近似 值 , 因而 为 了 平衡 
点 具有 物理 意义 , 它 必 须 是 稳定 的 . 

更 准确 地 说 , 假设 X* CR" 为 微分 方程 


= F(X) 


的 一 个 平衡 点 . UX" 为 一 个 稳定 的 平衡 点 , 如 果 对 X* 在 R 中 的 任 一 邻 域 O, 
都 存在 X* 在 O PERR On, 使 得 任何 满足 初始 条 件 X (0) = Xo € O; HOME X(t) 
“era t > 0, 都 始终 逗留 在 O 中 . 

一 种 形式 不 同 的 稳定 性 是 渐 近 稳定 性 . 如 果 上 面 选取 的 O 除了 能 保证 稳 


ete 还 满足 
lim X(t) = X*, 


t= 


则 我 们 称 XX” 是 渐 近 稳定 的 . 

如 果 平 衡 点 X 不 是 稳定 的 , 则 称 为 不 稳定 的 . 这 意味 着 存在 X* 的 一 个 邻 域 
O 使 得 对 于 X* 在 O 中 的 每 一 个 邻 域 O1, 都 至 少 存在 一 个 从 X(0) < O 出 发 的 
解 X(t) 并 不 是 对 于 所 有 的 上 > 0 都 整个 地 位 于 O 中 . 

汇 点 是 渐 近 稳定 的 , 因而 也 是 稳定 的 . 源 点 和 鞍点 都 是 不 稳定 平衡 点 的 例子 . 
对 于 R? 中 的 线性 方程 X = AX, 如果 A 具有 纯 虚 的 特征 值 , 则 原点 就 是 一 个 稳 
定 但 非 渐 近 稳 定 的 平衡 点 . 这 个 例子 在 应 用 中 的 重要 性 是 很 有 限 的 (著名 的 调和 
振子 除外 ), 这 么 说 的 理由 是 , 在 8.1 节 中 , 我 们 已 经 看 到 , 任何 微小 的 非 线性 扰动 
都 可 能 破坏 它 的 这 一 性 质 ; 其 至 是 一 个 小 的 线性 扰动 部 能 够 将 一 个 中 心 变 成 一 个 
汇 点 或 源 点 . 

于 是 , 如 果 系 统 在 一 个 平衡 点 处 的 线性 化 系统 是 双 曲 的 , 则 我 们 可 以 立刻 确定 

. 该 平衡 点 的 稳定 性 . 遗憾 的 是 , 应 用 中 出 现 的 许多 重要 的 平衡 点 都 是 非 双 曲 的 . 如 
果 有 一 个 技巧 能 够 确定 所 有 情形 的 平衡 点 的 稳定 性 , 那 就 太 好 了 . 令 人 再 次 遗憾 的 
是 , 确定 稳定 性 , 没有 这 样 万 能 的 方法 , 而 只 能 通过 找 出 系统 的 所 有 的 解 , 而 这 即使 
可 能 , 也 往往 是 很 困难 的 . 在 下 一 章 , 我 们 将 给 出 几 种 技巧 使 得 在 一 些 特殊 情形 , 我 
们 可 以 确定 稳定 性 . 


8.5 分 Í 


在 这 一 节 , 我 们 将 描述 非 线性 系统 中 出 现 的 一 些 简单 的 分 岔 例子 . 我 们 考虑 一 
族 系统 
X'=Fi(X), 


其 中 a 为 实 参数 , 我 们 假设 Fa 以 Ce 的 方式 依赖 于 a 4 a 变化 时 , 如 果 系统 的 
解 的 结构 发 生 了 “显著 的 ” 改变, 就 称 出 现 了 一 个 分 岔 . 最 简单 的 分 岔 就 是 当 o 变 
化 时 , 平衡 解 的 数目 发 生 了 变化 . 

回忆 一 下 我 们 在 第 1 章 中 遇 到 的 一 阶 方程 x = fo(z) 的 初等 分 岔 . 当 zo 为 一 
平衡 点 时 , 我 们 有 falto) = 0. 如 果 falto) #0, W a 的 微小 变化 将 不 会 改变 zo 附 
近 的 局 部 结构 : 即 , 当 e 很 小 时 , 微分 方程 


r = fa+e(x) 


有 一 个 关于 连续 变化 的 平衡 点 zole). 看 一 看 ro 附近 的 fatele) 的 (递增 或 递减 
的 ) 图 像 就 可 知道 为 什么 是 这 样 的 . 更 严格 地 说 , 这 是 隐 函 数 定理 的 一 个 直接 推论 
( 见 本 章 的 习题 3). 由 此 可 见 , 一 阶 方程 只 有 在 非 双 曲 情形 才 会 出 现 分 岔 , 此 时 有 
Si.(xo) = 0. 
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例 ”考虑 一 阶 方程 
a’ = falz) = 2? +a. 

当 a=0 时 ,zx=0 是 它 的 唯一 的 平衡 点 . 注意 , 用 (0) =0, 而 fo) #0. 4a>0 
时 , 对 所 有 的 x, 都 有 fale) > 0, 因而 方程 没有 平衡 点 ; 但 当 a < 0 时 , 该 方程 有 一 
对 平衡 点 . 于 是 , 当 参 数 经 过 a = 0 时 , HAT AE. a 

这 类 分 岔 称 为 鞍 结 分 岔 ( 稍 后 我 们 将 看 到 这 个 分 岔 中 的 “鞍点 ” ). ERED E 
中 , 存在 包含 分 岔 值 ao 的 一 个 区 间 以 及 另 一 个 在 > 轴 上 的 区 间 I, 使 得 该 微分 方 
程 

(1) 当 a < ao 时 在 工 中 有 两 个 平衡 点 ; 

(2) 当 a = ao 时 在 工 中 有 一 个 平衡 点 ; 

(3) 当 a > ao 时 在 工 中 没有 平衡 点 . 

当然 , 分 岔 也 可 以 “ 按 相反 的 方向 ”出现 , 所 谓 相 反 的 方向 是 指 当 a < ao 时 没 
有 平衡 点 . 实际 上 , 上 面 的 例子 就 是 一 阶 方程 的 典型 分 贫 . 
定理 (RAD) 假设 一 阶 微分 方程 zx = falt) 满足 

(1) fao (x0) = 0; (2) fa, (z0) = 0; (3) fao (£0) # 0; (4) 
则 该 微分 方程 在 a = ao RAH L— PRE. 
证 明 i2 G(z,a) = falz). RITA G(z0, a0) =0, 以 及 

ÊC (20,00) = “228 (0) #0, 


a 
于 是 , 由 隐 函 数 定理 可 得 , 存在 光滑 函数 a = alz) 使 得 C(z,a(z)) = 0. 特别 地 , 如 
果 z* 在 a(x) 的 定义 域 中 , 则 fa(z-)(z*) = 0, 从 而 它 就 是 方程 > = fale) 的 一 
个 平衡 点 . 在 G(z,a(z)) = 0 PX 2 ORS, 我 们 求 得 
—0G/Ox 
0G/da ` 
现在 , 根据 假设 , 我 们 有 (8G/8z)(zo, a0) = f,(0) = 0, 而 (@G/Ia)(x0, a0) # 0, 从 
而 a'(zo) = 0. 再 求 一 次 导数 可 得 
#690 , 0G PO 
a! (x) = Ox? ða braoroa 


(E) 


a (Zo) # 0. 


a' (z) = 


由 于 (6G/bz)(zo,ao) = 0, 我 们 有 
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这 是 因为 (82G/6z?)(zo,a0) = f(zo) # 0. RO, a = olz) 的 图 像 要 么 是 上 四 
的 , 要 么 是 下 四 的 , 从 而 当 a 在 ao 的 一 边 取 值 时 , 我 们 在 zo 附近 有 两 个 平衡 点 , 而 
在 另 一 边 取 值 时 没有 平衡 点 . 四 
前 面 我 们 说 过 , 这 种 远 结 分 盆 在 一 阶 方程 关于 平衡 点 的 分 岔 中 是 “典型 的 ”. 
这 种 说 法 的 理由 如 下 ,如果 = falz) 在 a = ao 时 有 一 个 分 贫 , 则 我 们 必定 有 
(1) fs(zo) =0 和 (2) f4 (20) = 0 
一 般 地 (在 5.6 节 的 意义 下 ), 在 (Zo, ao) 处 的 下 一 个 高 阶 导数 将 是 非 零 的 , 即 , 在 这 
样 的 一 个 分 盆 点 处 , 下 面 的 两 条 
(3) Se 0) #0 和 (4) FE (20, 00) #0 
将 是 典型 的 . 而 这 些 正 是 保证 出 现 鞍 结 分 贫 的 条 件 
回忆 一 下 , 所 谓 2! = falc) 的 分 贫 图 就 是 将 不 同 参数 a 所 对 应 的 方程 的 相 直 
线 画 在 一 起 形成 的 图 . 图 8.6 所 示 的 是 一 个 典型 的 较 结 分 岔 的 分 贫 图 ，( 其 中 箭头 
的 方向 和 平衡 点 的 曲线 可 能 会 不 同 .) 


a 


图 8.6 一 个 鞍 结 分 岔 的 分 岔 图 


例 (IDHE 


zw = r — ar. 


当 a > 0 时, 该 方程 有 3 个 平衡 点 , AIE r= 0 UR az= tya. 当 a < 0 时 ,z=0 
是 唯一 的 平衡 点 . 其 分 岔 图 见 图 8.7, 从 中 可 以 看 出 为 什么 这 样 称呼 这 种 分 贫 ， m 
现在 我 们 来 看 几 个 高 维 的 分 岔 . 平面 中 的 鞍 结 分 岔 类 似 于 它 相应 的 一 维 情形 ， 
只 不 过 现在 可 以 看 出 “鞍点 ”在 哪里 . 
例 考虑 系统 
t'=xr +a 


y = 一 


当 a = 0 时 , 这 是 8.1 节 中 曾经 考虑 过 的 一 个 系统 . 此 时 , 方程 在 原点 处 有 唯一 的 
平衡 点 , 而 且 相 应 的 线性 化 系统 有 一 个 零 特征 值 . 
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图 8.7 ”一 个 义 分 岔 的 分 岔 图 


当 a 经 过 a = 0 时 , RADERAT. 当 a > 0 时 , 我 们 有 v > 0, 因而 所 有 
的 解 都 向 右边 运动 ; 此 时 , 平衡 点 不 见 了 . 当 a < 0 时 , 我 们 有 一 对 平衡 点 , 它们 是 
(+/—a,0). 相应 的 线性 化 系统 是 


x'=(% 0 )x 
0 -1 
(-V=a,0) 是 一 个 汇 点 ，(V=-a,0) 是 一 个 鞍点 . 注意 , 在 直线 = 4+V-c 上 ， 


a! 2 因而 这 两 条 线 上 的 所 有 的 解 都 始终 逗留 在 这 两 条 线 上 . LAF y = —y, 这 
些 解 都 笔直 地 趋 于 相应 的 平衡 点 . 该 分 岔 的 略图 见 图 8.8. = 


图 8.8 鞍 结 分 岔 , 其 中 从 左 到 右 , 分 别 对 应 于 a< 0a=0a>0 


下 面 的 例子 表明 , 蒂 结 分 岔 可 能 对 解 的 大 范围 行为 产生 影响 . 
例 考虑 由 极 坐 标 给 出 的 系统 
r=r-—r 
6’ = sin? 0 +a, 
这 里 的 a 也 是 一 个 参数 . AFA r= 0 时 , r = 0, 所 以 原点 总 是 一 个 平衡 点 . 由 于 
当 a > 0 时 , 0 > 0, 从 而 此 时 方程 没有 其 他 的 平衡 点 . 当 a = 0 时 , 将 多 出 2 个 平 


3 
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衡 点 , 它们 分 别 位 于 (r,8) = (1,0) 和 (7,9) = (1,7). 当 -1<a<0 时 ,在 圆周 >=1 
上 有 4 个 平衡 点 , 它们 分 别 对 应 于 方程 


sin? 6 = -a 


的 4 个 根 . 将 这 4 个 根 记 为 04, 04 +m, 这 里 我 们 假设 0 < 0, < n/2,-n/2< 0- <0. 

由 于 0 只 依赖 了 0, 而 与 7 无 关 , 因而 该 系统 的 流 将 过 原点 的 射线 9 = cfc 为 
常数 ) 带 到 另外 的 射线 . 另外 , 由 于 在 单位 圆周 上 有 r = 0, 因而 从 这 个 圆周 上 出 
发 的 解 都 始终 逗留 在 该 圆周 上 , 或 换 一 种 说 法 , 此 时 我 们 称 单位 圆周 是 不 变 的 . 又 
由 于 当 0 <r<1 时 ,7 > 0, ARM r >l, r <0, 因而 所 有 其 他 的 非 零 解 都 趋 
向 圆周 . 

现在 考虑 a = 0 的 情形 . 此 时 , z 轴 是 不 变 的 , 旦 该 直线 上 的 所 有 非 零 解 部 赵 
于 在 z = 士 1 处 的 平衡 点 . 在 上 半 平 面 , RNA O > 0, 因而 这 个 区 域 中 的 所 有 其 他 
解 都 绕 原点 反 时 针 转 动 , 且 趋 于 z = -1; 相应 的 9 坐标 递增 地 趋 于 9= m mi r E 
标 则 单调 趋 于 ” = 1. 因为 有 z 轴 这 个 障碍 , 任何 解 绕 原点 转动 的 角度 都 不 会 超过 
T. 在 下 半 平 面 , 解 的 行为 是 对 称 的 . 

当 @ >0 时 , 出现 了 两 件 事 . 首先 , 在 z = 41 处 的 平衡 点 消失 了 , 而 且 此 时 , 处 
处 都 有 8' > 0. INP BRET x 轴 这 个 障碍 , 从 而 所 有 的 解 都 可 以 永远 绕 原 点 转动 下 
去 . 其 次 , 在 圆周 + = 1 E, 我 们 得 到 一 个 周期 解 , 它 将 吸引 所 有 的 非 零 解 . 

这 些 巨 大 的 变化 者 是 因为 在 a = 0 处 出 现 了 一 对 较 结 分 岔 . 事实 上 , 当 -1 < 
a < 0 时 , 在 单位 圆周 上 , 我 们 有 2 对 平衡 点 . 射线 9 = 9+ M o = On +x 都 是 不 变 
BY, 这 些 射线 上 的 解 都 趋 于 单位 圆周 上 的 平衡 点 , 考虑 半 平 面 6- <0 < 9_ +x. 当 
0 取 值 于 区 间 9- < 0 < 6, AY, RITE O <0, 而 当 6 RETKE 0, <0 < 6_ +x 
时 , 我 们 有 8 > 0. 在 余下 的 半 平 面 上 , 解 的 行为 是 对 称 的 . 由 此 可 得 , 所 有 不 在 射 
线 9=6+ 或 9=6++r 上 的 解 要 么 趋 于 平衡 点 7 = 1,0 = 0-, 要 么 趋 于 平衡 点 
r=10=60_ +x. 这 2 个 平衡 点 都 是 汇 点 , 而 单位 圆周 上 另外 2 个 平衡 点 则 都 是 
Bom. 2 个 鞍点 的 稳定 曲线 分 别 位 于 射线 9 = 04 和 8 = 94 + 工 上 , 而 不 稳定 曲线 
则 分 别 是 单位 圆周 去 掉 2 个 汇 点 后 的 单位 圆 ( 见 图 8.9). E 


图 8.9 鞍 结 分 岔 的 大 范围 效应 , 其 中 从 左 到 右 , 分 别 对 应 于 a <0,a=0,a>0 
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前 面 的 例子 都 是 描述 当 线性 系统 具有 有 零 特 征 值 时 所 出 现 的 分 岔 的 特点 . 
A (EERI) 考虑 系统 


T’ =ar — y -— r(x? +y?) 
y =£ + ay — y(x? + y’). 


该 系统 在 原点 有 一 个 平衡 点 , 其 线性 化 系统 为 


x'=(? ")x 
Nla , 
RREY ati, 因而 我 们 期 望 在 a= 0 时 出 现 分 岔 . 
为 了 看 出 当 a 经 过 0 时 发 生 的 现象 , 我 们 变换 到 极 坐标 下 考虑 . 此 时 系统 变 成 


r =ar- r’ 


0 =1. 


由 于 O A 0, 可 见 原点 为 该 系统 的 唯一 平衡 点 . 当 a < 0 时 , 由 于 对 所 有 的 > > 0， 
ar-r? < 0 故 原 点 是 一 个 汇 点 . 从 而 , 此 时 所 有 的 解 都 趋 于 原点 . 24 a > 0 时 , 平衡 
点 变 成 为 一 个 源 点 . 但 是 , 还 发 生 了 些 什么 ? 当 a > 0 时 ,如果 7 = Va, Rr’ = 0, 从 
而 半径 为 Va 的 圆周 是 一 个 周期 为 2r 的 周期 解 . 此 时 , 我 们 还 有 , 如 果 0 <r < va, 
N r > 0 TUR r> Va WW r’ < 0, 从 而 所 有 的 非 零 解 当 t -， oo 时 都 盘旋 地 趋向 
这 个 圆周 解 . 

HRA HSE ABBAS. TE, 在 一 个 霍 普 夫 分 分 中 ， 不 出 现 新 的 平 
BER, 而 是 当 a 经 过 分 岔 值 时 在 平衡 点 产生 了 一 个 周期 解 ( 见 图 8.10). a 


图 8.10 和 霍 普 夫 分 岔 在 c<0 和 aw>0 时 的 情形 
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8.6 ”探索 : 复 向 量 场 


在 这 个 探索 中 , 我 们 研究 复 平面 上 形 如 z = F(z) 的 微分 方程 系统 的 行为 . 在 
本 节 中 , z 都 代表 复数 z = c+ iy, 而 F(z) 则 是 一 个 复 系数 的 多 项 式 . 微分 方程 的 
解 将 用 复 平面 上 的 曲线 e(t) = r(t) + iy(t) ER. 
为 了 完全 理解 下 面 的 内 容 , 你 们 必须 熟悉 诸如 指数 、 正 纺 、 余 纱 等 复 函 数 , 以 
及 求 复 平方 根 的 过 程 . 理论 上 , 你 们 还 必须 对 复 分 析 有 所 掌握 . 然而 , 所 有 那些 对 实 
变量 函数 求 积分 的 通常 技巧 在 对 z 积分 时 也 都 同样 成 立 ， 你 们 不 必 证 明 这 点 , 这 
是 因为 当 完 成 积分 之 后 , 你 们 总 是 可 以 验算 所 求解 的 正确 性 . 
(1) 求解 方程 zx = oz, 其 中 a 为 复数 . 对 于 这 些微 分 方程 , 你 们 在 原点 处 能 发 
现 什么 类 型 的 平衡 点 ? 
(2) 求解 下 列 的 复 微分 方程 并 简单 地 作出 相 图 . 
(a) 2’ = 2?; (b) 2’ = 22—1;(c) 2 = 22 +1. 
(3) 对 于 一 个 复 多 项 式 F(z), 可 以 像 定义 实 导 数 一 样 定义 它 的 复 导数 
F'(zo) = tim ZO P) 
z 一 20 2 一 20 
只 不 过 , 现在 求 极限 要 沿 C 中 任 一 条 过 zo 的 光滑 曲线 来 进行 . 这 个 极限 必定 存在 ， 
且 对 于 每 条 这 样 的 曲线 都 得 到 同一 个 ( 复 ) 数 . 对 于 多 项 式 , 这 一 点 很 容易 得 到 验 
证 . 现在 记 
F(x + iy) = u(x, y) + iv(a, y). 


先 沿 水 平 线 zo 十 上 求 极限 , 然后 沿 竖 直线 zo + it KRR, 分 别 计算 F(z), 结果 用 
u,v 的 导数 表示 . 利用 这 两 个 结果 推出 , 如 果 导 数 存在 ; 则 在 复 平面 上 的 每 个 点 处 ， 
我 们 都 一 定 有 


这 两 个 方程 称 为 柯 西 - 黎 曼 方 程 . 
(4) 利用 上 面 的 观察 确定 复 向 量 场 的 平衡 点 的 所 有 可 能 类 型 
(5) 求解 方程 


z’ = (z — z0)(z— 21), 


其 中 20,21 E C, H 20 A z1. 对 于 zo,zl 的 不 同 取 值 会 出 现 哪 些 类 型 的 平衡 点 ? 
(6) 找 一 个 变量 的 非 线 性 变换 , 使 其 将 前 面 的 系统 变 为 w = awla € C). 
RE: 由 于 原始 系统 有 两 个 平衡 点 , 而 线性 系统 只 有 一 个 平衡 点 , 故 变 基 的 变 
换 必 定 将 其 中 的 一 个 平衡 点 变 为 oc. 
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(7) 将 形 如 
z =z +az+b 

的 复 二 次 系统 分 类 , 其 中 abec. 

(8) 考虑 方程 

z’ = z? + az, 
其 中 eeC. 先 用 计算 机 描述 这 些 系统 的 相 图 , 然后 对 这 些 系统 证 明 尽 可 能 多 的 结 
F, 并 将 它们 相应 于 a 分 类 . 

(9) 自己 选 一 族 ( 非 平凡 的 ) 依赖 于 参数 oc C 的 复 函 数 并 且 对 每 个 a, 完整 地 
分 析 它 的 相 图 . 可 以 考虑 的 简单 族 包 括 aexp z,asinz 或 (2? +a)(2? — a). 


>) 题 
1. 对 下 面 的 每 个 非 线 性 系统 
(a) 找 出 所 有 的 平衡 点 并 描述 相应 的 线性 化 系统 的 行为 . 
(b) 描述 非 线 性 系统 的 相 图 . 
(c) 线性 化 系统 是 否 准 确 地 描述 了 平衡 点 附近 的 局 部 行为 ? 
(i) z’ = singz, y = cosy; 
(ii) z’ = 2(2? + y?), y = yz +9”); 
(iii) z’ = x +2, y = 2y; 
(iv) z =y?, y =y; 
(v) t = 2°, y=. 


2. 找 出 一 个 大 范围 的 坐标 变换 , 使 得 它 将 下 面 的 系统 线性 化 . 


g=rt+y 
y = -y 
z! = 一 2 十 32. 
3. 考虑 一 阶 微分 方程 
2 = falz), 
假设 它 满足 fo(x0) = 0, fo(eo) #0. 证 明 微 分 方程 
x’ = Jo+e(z) 


E e 充分 小 时 , 有 一 个 平衡 点 zole), 而 且 e 一 role) 是 一 个 满足 z0(0) = zo 的 
光滑 函数 . 
4. 找 出 关于 fala) 的 导数 的 一 般 的 条 件 , 使 得 方程 
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fon) 


Ny 


Oo 


10. 


11. 


FE a = ao 处 发 生 又 分 贫 证 明 你 找到 的 条 件 可 以 导致 这 样 的 分 岔 . 


. 考虑 系统 
z =r +y 
y =z-y+a, 
其 中 a 是 一 个 参数 


(a) 找 出 所 有 的 平衡 点 并 计算 每 个 平衡 点 处 的 线性 化 方程. 
(b) 描述 在 每 个 平衡 点 处 的 线性 化 系统 的 行为 . 
(c) 描述 所 有 出 现 的 分 贫 . 


举例 说 明 , 存在 一 族 微分 方程 wx = falt) 满足 ， 当 a < 0 时 没有 平衡 点 ; 当 一 


a 二 0 时 只 有 一 个 平衡 点 ; 当 a > 0 时 有 4 个 平衡 点 . 简略 地 作出 这 族 方程 的 
ne A. 


. 讨论 方程 


一 了 一 ?3 


0 =sin?O+a 


在 分 岔 值 c = -1 处 的 解 的 局 部 行为 和 大 范围 行为 . 


. 讨论 方程 


r=r—r 


6 =sin?(0/2) +a 


在 所 有 分 岔 值 处 的 解 的 局 部 行为 和 大 范围 行为 . 
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& = sinf +a. 


(a) 当 a 取 哪 些 值 时 , 系统 会 发 生 分 贫 ? 

(b) 描述 在 分 岔 值 附 近 (分 岔 时 、 分 岔 前 和 分 岔 后 ) 解 的 局 部 行为 . 

(c) 简略 地 作出 系统 所 有 可 能 的 、 不 同 的 相 图 . 

(d) 讨论 在 所 有 分 岔 中 出 现 的 大 范围 变化 . 

WX! = F(X) 是 RR" 中 的 一 个 非 线性 系统 . 假设 FO) = 0 E DR) Hn tH 
有 负 实 部 的 不 同 特征 值 . 描述 该 系统 和 它 的 线性 化 系统 之 问 的 一 个 共 罗 的 构 
造 


考虑 系统 X' = F(X), HX eR. 假设 系统 在 Xo 处 有 一 个 平衡 点 . 证 明 
存在 一 个 坐标 变换 将 Xo 移 到 原点 , 且 将 系统 化 成 


X'= AX + G(X), 
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其 中 4 为 一 nn xn 和 矩阵, 正好 就 是 DFx, 的 标准 形 , 而 且 G(X) 满足 
IG(X)| _ 

Xo TXT = 
12. 在 定义 平衡 点 为 渐 近 稳定 时 , 我 们 要 求 平衡 点 也 是 稳定 的 . 这 个 要 求 不 是 多 余 
的 . 给 出 一 个 相 图 的 例子 (草图 就 行 ), 其 中 有 一 个 平衡 点 ,. 它 附近 的 所 有 解 曲 

R (RA) BATE, 但 这 个 平衡 点 不 是 稳定 的 . 
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在 本 章 , 我 们 将 展示 许多 分 析 非 线性 微分 方程 系统 的 行为 的 定性 技巧 . 但 我 们 
必须 事先 提醒 读者 , 这 些 技巧 没有 一 个 对 所 有 非 线 性 系统 都 适用 ; 大 多 数 的 技巧 
都 只 适用 于 一 些 特 殊 情 形 , 尽管 如 此 , 我 们 在 随后 的 儿 章 中 将 看 到 , 这 些 特定 情形 
在 微分 方程 的 许多 重要 应 用 中 都 会 出 现 . 


9.1 零点 集 


PAR (nullcline) 足 分 析 非 线性 微分 方程 系统 (特别 是 平面 系统 ) 的 最 有 用 的 
工具 之 一 . 对 于 如 下 形式 的 系统 


Ln = nlzi, En); 


EW z; 零点 集 是 指 zx 为 零 的 点 构成 的 集合 , 即 , 它 的 x; 零点 集 就 是 由 方程 
户 (zl ,za)=0 所 确定 的 点 集 . 
zj 零点 集 常常 将 R" 分 割 成 一 些 区 域 , 在 每 个 区 域 上 , 该 向 基 场 的 zj 分 其 要 
么 指向 正方 向 要 么 指向 负 方 向 . 如 果 确 定 了 所 有 的 零点 集 , 那么 我 们 就 可 以 将 R" 
分 解 成 一 些 区 域 , 使 得 在 每 个 区 域 上 , 向 量 场 指向 一 个 “确定 的 方向 ”. 
在 平面 系统 
Z = f(x,y) 
y = 9(z, y) 
的 情形 , 上 述 想法 是 最 容易 理解 的 . 在 z FARE, 我 们 有 r = 0, 于 是 向 量 场 或 者 
AHL, 或 者 垂直 向 下 , 而 且 只 有 在 零点 集 上 才 会 有 这 种 情况 . 于 是 , z 零点 集 将 
R 分 割 成 一 些 区 域 , 在 每 个 区 域 中 , 向 其 场 或 者 指向 左 , 或 者 指向 右 . 类 似 地 , 在 y 
零点 集 上 , 向 量 场 为 水 平 的 , 于 是 , y 零点 集 将 R 分 割 成 一 些 区 域 , 在 每 个 区 域 中 ， 
向 黄 场 或 者 指向 上 , 或 者 指向 下 . zx 零点 集 与 y 零点 集 的 交点 就 是 平衡 点 . 在 这 两 
个 零点 集 围 成 的 任何 区 域 中 , 向 其 场 既 不 是 竖 直 的 , 也 不 是 水 平 的 , 因而 它 的 指向 
必定 是 下 面 四 个 方向 之 一 : 东北 、 西北、 东南 、 西 南 . 我 们 称 这 样 的 区 域 为 基本 区 
域 . 常常 是 这 样 , 简单 勾画 出 基本 区 域 就 可 以 让 我 们 完全 了 解 相 图 , 至 少 从 定性 的 
观点 看 是 如 此 . 
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例 ”对 于 系统 
a! =y- r? 


y =2Z 一 2， 


z 零点 集 为 抛物 线 y = r, y SRRH ERR z = 2. 这 两 个 零点 集 相 交 于 (2,4), 
它 就 是 系统 的 唯一 的 平衡 点 . 这 两 个 零点 集 将 R? 分 成 从 4 到 DD 的 四 个 基本 区 域 , 
如 图 9.1a 所 示 . 先 在 这 些 区 域 中 各 取 一 点 , 然后 确定 向 量 场 在 这 一 点 处 的 方向 , 则 
我 们 就 可 以 知道 这 个 基本 区 域 中 所 有 点 处 向 其 场 的 方向 . 例如 , 点 (0,1) 位 于 区 域 
A, 向 量 场 在 该 点 为 (1, -2), 它 指向 东南 , TE, 向 量 场 在 这 个 区 域 中 的 所 有 点 处 都 
指向 东南 . 当然 , 在 这 个 区 域 中 , 向 其 场 可 以 是 几乎 水 平 的 或 几乎 竖 直 的 , 我 们 说 东 
南 是 指向 基 场 的 角度 9 位 于 扇形 -x/2 < 6 < 0 中 . 我 们 可 以 继续 用 这 种 方法 得 到 
四 个 区 域 中 向 量 场 的 方向 , 如 图 9.1b 所 示 . 这 同时 也 确定 了 两 个 零点 集 上 向 量 场 
的 水 平 指向 和 竖 直 指向 . 
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9.1 (a) FAM, (b) 方向 场 


似乎 只 从 方向 场 就 可 以 发 现 , 系统 的 唯一 平衡 点 为 较 点 . 事实 上 , 的 确 如 此 . 因 
为 在 平衡 点 (2,4) 处 的 线性 化 系统 为 


它 的 特征 值 为 -2 士 V5, 正好 一 正 一 负 . 

更 重要 的 是 , 我 们 可 以 在 全 平面 上 处 处 给 出 解 的 大 致 行为 . 例如 , 注意 到 在 标 
号 为 B 的 基本 区 域 的 所 有 边界 点 上 , 向 其 场 都 是 指向 该 区 域 的 内 部 , 而 在 B 的 内 
部 所 有 点 处 , 向 基 场 都 指向 东北 . 因而 , 区 域 B 中 的 所 有 解 在 将 来 都 始终 停留 在 B 
中 , 且 沿 东北 方向 趋 于 oo( 见 图 9.2): 类 似 地 , 基本 区 域 D 中 的 所 有 解 都 停留 在 该 
区 域 中 且 沿 西南 方向 趋 于 oo. 在 基本 区 域 4 和 C 中 出 发 的 解 则 有 两 种 可 能 ， 要 
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么 穿 过 一 个 零点 集 而 进入 区 域 B 和 D( 于 是 我 们 就 知道 它 的 最 终 行为 ), BART 
平衡 点 . 然而 , 在 每 个 区 域 中 只 有 一 条 由 这 样 的 解构 成 的 曲线 , 即 (2,4) 处 的 稳定 
曲线 . 这 样 , 至 少 从 定性 的 观点 , 我 们 完全 了 解 了 该 系统 的 相 图 ( 见 图 9.3). 加 


图 9.2 解 进入 基本 区 域 妃 后 趋 于 ce 图 9.3 s =y—2?,y =r- HEA RA 
Bl (REDD) 下 面 考虑 依赖 于 参数 a 的 系统 ， 

rz’ 一 2Z2 一 1 

y = -zry + a(x? — 1). 


T 零点 集 由 z = +1 给 出 , 而 y 零点 集 则 由 zy = a(x? — 1) 给 出 . 平衡 点 为 (+1,0). 
由 于 在 z = E, r =o, 向 基 场 实际 上 与 这 个 零点 集 是 相 切 的 . 进一步 ,在 z=1 
LA y = -y, Œ x = -1 LE y =y. 从 而 , 沿 着 竖 直 线 z = 1, WAF (1,0); 而 沿 
着 竖 直线 x = —1, 解 远离 (-1,0). 对 于 a 的 所 有 取 值 都 是 如 此 . 

现在 , 让 我 们 来 看 a = 0 的 情形 . 此 时 , 系统 简化 为 


Z' 一 TI2 一 1 
y = -zy, 


可 见 沿 坐标 铀 有 y = 0. 特别 地 , 向 量 场 与 z 轴 相 切 , 且 在 这 条 线 上 为 z' = z2 - 1. 
从 而 , 当 |z| > 1 时 , z > 0, m |e] < 1 时 , z' < 0. FR, 在 每 个 平衡 点 处 , 既 有 一 
个 趋 于 它 的 直线 解 也 有 一 个 远离 它 的 直线 解 . 于 是 , 每 个 平衡 点 都 似乎 是 一 个 鞍 
点 . 用 线性 化 容易 验证 , 事情 的 确 如 此 . 

y 零点 集 的 另 一 部 分 为 z = 0, 但 此 时 向 其 场 与 零点 集 不 相 切 . 通过 计算 由 零 
点 集 所 确定 的 每 个 基本 区 域 中 的 向 量 场 的 方向 , 可 以 得 到 图 9.4, 从 中 我 们 可 以 立 
刻 推 断 出 所 有 解 的 定性 行为 . 

注意 , 4a = 0 时 , 过 (1,0) 的 不 稳定 曲线 的 一 支 与 过 (-1,0) 的 稳定 曲线 的 一 
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支 完全 重合 . 这 条 曲线 上 的 所 有 的 解 简 单 地 从 一 个 鞍点 跑 到 另 一 个 进 点 . 这 样 的 
解 称 为 异 宿 解 或 鞍点 连 线 . 对 于 平面 系统 , 稳定 和 不 稳定 曲线 如 此 相交 形成 异 宿 
“连接 ”的 情形 是 很 少见 的 . 然而 , 一 旦 有 了 蔽 点 连 线 , 人 们 就 可 期 望 出 现 分 岔 . 


图 9.4 2 =2?-1,y’ = 一 xy 的 (a) FARA (b) 相 图 


现在 考虑 a A0 的 情形 . r 零点 集 与 a = 0 时 相同 , 依然 在 z = tl 上 . y 零点 
集 却 发 生 了 显著 的 变化 , 如 图 9.5 所 示 , 它 由 y = a(z2 - 1)/z 所 确定 . 


(a) 
图 9.5 异 宿 分 岔 后 的 (a > 0) (a) FARA (b) 相 平 面 


当 a > 0 时 , 考虑 图 9.5 中 的 基本 区 域 A, 其 中 的 向 量 场 指向 西南 方向 ,特别 
地 , 在 z 轴 上 的 z= -1 和 zx=1 之 问 , 向量 场 是 指向 这 个 方向 . 这 就 破坏 了 异 宿 
连接 . (-1;0) 的 稳定 曲线 的 右边 部 分 必定 是 从 上 半 平 面 的 y = co 处 过 来 , 而 (1,0) 
的 不 稳定 曲线 的 左边 部 分 将 下 降 到 下 半 平 面 的 y = -oo 处 . 这 就 在 两 条 线 x = 41 
之 间 开 辟 了 一 条 “大 路 ”使 得 某 些 解 可 由 此 从 oo 跑 向 -oc. 而 当 a = 0 时 , 所 有 的 
解 要 么 局 限 在 上 半 平 面 , 要 么 局 限 在 下 半 平 面 , 在 a = 0 处 发 生 的 异 宿 分 岔 则 打开 
了 一 扇 门 , 让 某 些 解 可 以 从 此 穿 过 . 

当 a<0 时 将 出 现 类 似 的 情形 ( 见 本 章 的 习题 2). a 


9.2 平衡 点 的 稳定 性 157 


9.2 平衡 点 的 稳定 性 


当 平 衡 点 为 双 曲 时 , 可 以 直接 确定 它 的 稳定 性 , 省 则 的 话 , 确定 稳定 性 就 很 成 
问题 了 . 在 本 节 , 我 们 详细 地 闭 述 另 一 种 方法 , 用 米 证 明 平衡 点 为 渐 近 稳定 的 . 这 个 
方法 是 属于 俄罗斯 数学 家 李 雅 普 诺 夫 的 . 在 一 个 具有 标准 形式 的 线性 系统 中 , 径 向 
DE r 沿 解 曲线 递减 , 这 个 方法 推广 了 该 想法 . 李 雅 普 诺 夫 注意 到 r 之 外 的 共 他 
一 些 函 数 也 可 以 达到 这 一 目的 . 也 许 更 重要 的 是 , 李 雅 普 诺 夫 方 法 可 以 让 我 们 对 一 
个 浙 近 稳定 的 平衡 点 的 吸引 盆 的 大 小 有 所 了 解 . 根据 定义 , 吸引 盆 是 指 所 有 那些 
初始 条 件 构 成 的 集合 , 从 这 些 初 始 条 件 出 发 的 解 都 将 趋 于 平衡 点 . 

SOAR’ 中 一 开 集 , 它 包含 系统 X = F(X) 的 一 个 平衡 点 X*,L:OOR 
是 一 个 定义 在 O 上 的 可 微 函 数 . 考虑 函数 


L(X) = DLx(F(X)). 


我 们 已 经 看 到 , 如 果 O(X) 为 该 系统 在 上 = ORAM X 的 解 , 则 由 链 式 法 则 可 得 


x)= 4 


dt 0 Lo p(X). 


FE, 如 果 LX) 为 负 , WL erat X 的 解 曲 线 递 碱 . 

现在 我 们 就 能 够 陈述 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 : 
定理 ”( 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 ) 设 X* A X = F(X) 的 一 个 平衡 点 , 工 : © 一 民 为 一 
可 微 函 数 , 其 中 O 为 一 包含 X 的 开 集 . 进一步 假设 

(a) L(X*) =0, H34 X # X* 时 , L(X)>0. 

(b) Æ O-X* 中 ,上 < 0. 
WX" 是 稳定 的 . 更 进一步 , 如 果 工 还 满足 

(c) Æ O-X* 中 ,上 <0，, 
则 X* 是 浙 近 稳定 的 . a 

满足 (a) 和 (b) 的 函数 工 称 为 X* 的 一 个 李 雅 普 诺 夫 函数 . 如 果 (c) 也 满足 ， 
我 们 称 LAPP BEER KR 

注意 , 应 用 李 雅 普 诺 夫 定理 时 可 以 不 用 求解 微分 方程 , 我 们 唯一 需要 做 的 是 计 
BH ODLX(F(X)). 这 点 非常 有 用 ! 另 一 方面 , 不 存在 现成 的 求 李 雅 普 诺 夫 函数 的 方 
法 . 通常 在 每 种 情形 都 有 一 些 特别 的 技巧 , 或 者 需要 反复 摸索 , 有 时 , 可 以 用 一 些 
自然 的 函数 来 试探 . 例如 , 我 们 在 第 13 章 将 看 到 , 在 力学 或 电学 系统 情形 , 能 其 常 
常 就 是 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 . 
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例 考虑 下 "中 微分 方程 系统 


x’ = (ex + 2y)(z + 1) 
y =(-x2+ey)(z+1) 


z! = 一 23， 


其 中 e 为 一 个 参数 原点 是 该 系统 的 唯一 平衡 点 . 系统 在 (0,0,0) 处 的 线性 化 为 


€e 2 0 
Y'=| -1 ee O|Y. 
0 0 0 


它 的 特征 值 为 0 和 e 土 Vai. 因而 , 从 线性 化 我 们 只 能 得 出 当 e > 0 时 , 原点 是 不 稳 
定 的 . 当 e 和 0 时 , 我 们 只 能 得 出 原点 不 是 双 曲 的 . 

当 e < 0 时 , 我 们 来 寻找 (0,0,0) 的 一 个 形 如 L(x, y, z) = ax? + by? + cz? 的 李 
雅 普 诺 夫 函数 , 其 中 a,b,c > 0. 对 于 这 样 的 L, 我 们 有 


L = 2(azz' + byy + czz'), 


从 而 
L/2= ax(ex + 2y)(z+ 1) + by(—ax + ey)(z + 1) 一 cz4 
= (ax? + by?)(z + 1) + (2a — b)(xy)(z + 1) 一 cz4. 


为 了 得 到 稳定 性 , 我 们 需要 上 <0; 这 是 可 以 达到 的 , 例如 , Fa =1,b=2,c=1. 4% 
c= Ob, RTA È= -24 <0, 从 而 原点 是 稳定 的 . 可 以 证 明 在 这 种 情形 , 原点 不 是 
渐 近 稳定 的 (见习 题 4). 

Me < OM, RNA 


L = e(z? + 2y?)(z +1) — 24, 


于 是 在 由 z > 一 1 定义 的 区 域 O 中 , 上 < 0( 除 去 原点 ). 由 此 可 得 , 在 这 种 情形 , 原点 
是 渐 近 稳定 的 . 事实 上 , 由 习题 4 知 , 所 有 从 区 域 O 中 出 发 的 解 都 趋 于 原点 。 里 
例 (AFR RR) 考虑 由 一 长 为 ! 的 轻 杆 和 一 质量 为 m 的 小 球 (看 成 质点 ) 相连 构 
成 的 单 摆 . 假设 杆 的 另 一 端 与 一 墙 面 上 的 一 点 相连 , 从 而 单 摆 的 球 沿 以 该 点 为 中 心 
的 圆周 运动 . 质点 在 上 时 刻 的 位 置 可 由 它 离开 铅 垂 位 置 的 角度 0(t) 所 完全 确定 , 其 
中 角度 0(t) 沿 反 时 针 方向 测量 . 于 是 质点 在 上 时 刻 的 位 置 为 (lsin 9(1), -lcos0(t)). 

质点 的 速率 就 是 速度 向 量 的 长 度 , 即 id9/di, 其 加 速度 为 Ld? 0 /de?. 我 们 假设 
单 摆 上 的 作用 力 只 有 重力 和 摩擦 力 . 重力 是 常 值 的 作用 力 , 大 小 为 mg, 方向 向 下 ; 
这 个 力 在 切 于 运动 圆周 的 方向 上 的 分 量 为 -mgsing. 我 们 认为 摩 氛 力 与 速度 成 比 
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Bil, 从 而 这 个 力 由 -bidb/dt 给 出 , 其 中 。 为 某 常数 . 当 没有 摩擦 力 时 (b = 0), 我 们 
得 到 理想 单 摆 . 于 是 牛顿 定律 就 给 出 单 摆 的 二 阶 微分 方程 


d20 dé 、 
maa = -bl 一 mg sin 0. 


为 了 简单 起 见 , 我 们 假设 选取 单位 使 得 mm = l= 9g =1. 引入 v= d9/dt 后 可 将 这 个 
方程 改写 成 系统 
8 =v 


vu! = —by — sin 0. 


显然 , 该 系统 有 两 个 平衡 点 (mod2n): 下 方 的 静止 位 置 9 = 0,w = 0, VA Xe He EL ey E 
的 位 置 9 = mv = 0. 无 论 足 从 数学 上 看 (检查 其 线性 化 )， 还 是 从 物理 上 看 , 上 方 的 
位 置 都 是 一 个 不 稳定 的 平衡 点 . 

对 于 下 方 的 平衡 点 , 其 线性 化 方程 为 


y=( ° "Vy. 
-1 -b 


它 的 特征 值 要 么 是 纯 虚 的 ( 当 b = 0 时 ), 要 么 具有 负 实 部 ( 当 5 > 0 时 )、 从 而 当 
b > 0 时 , 下 方 的 平衡 点 是 渐 近 稳定 的 . 地 球 人 , 只 要 是 见 过 真实 的 单 摆 , 邦 知道 这 
点 

为 了 进一步 研究 这 一 个 平衡 点 , 考虑 函数 EO, v) = iv? +1 — cos 0. FAX 
等 力学 背景 的 读者 来 说 , 这 就 是 熟知 的 总 能 量 函 数 , 我 们 将 在 第 13 章 对 它 作 深入 
描述 . 我 们 来 计算 


E = w +sin6 0 = —by?, 


Mii È <0. 于 是 已 是 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 而 且 原 点 是 一 个 稳定 的 平衡 点 . 如 
Fe b = 0( 即 没有 摩擦), 则 È = 0. 这 说 明 , E 沿 着 该 系统 所 有 的 解 都 是 常 值 . 于 是 ， 
只 须 简 单 地 作出 E 的 水 平 曲 线 就 可 看 出 解 曲线 的 位 置 . 该 系统 的 相 图 如 图 9.6 所 
示 . 注意 , 我 们 并 不 用 求解 该 微分 方程 就 可 画 出 相 图 ; 知道 了 E 的 水 平 曲线 (和 疝 
基 场 的 方向 ), 一 切 也 就 清楚 了 . 在 本 章 的 后 面 , 我 们 将 会 磁 到 许多 这 样 (非常 特殊 ) 
的 函数 , 它们 沿 解 曲线 部 是 常 值 . 

环绕 原点 的 解 都 具有 性 质 : 对 所 有 的 t, -xn < 9 <x. 因而 这 些 解 对 应 于 单 
摆 关 于 下 方 的 静止 位 置 来 回 摆动 , 而 不 会 穿 过 上 面 的 位 置 9 = x. 连接 位 于 (+m, 0) 
的 平衡 点 的 两 个 特殊 解 分 别 对 应 于 单 摆 在 时 间 向 前 和 向 后 时 趋 于 上 方 平衡 点 . (你 
不 大 常见 到 这 种 运动 ! ) 除了 这 些 特殊 的 解 外 ， 我 们 发 现 对 于 其 他 的 解 ， 0(t) 或 者 
水 远 增加 或 者 永远 减少 , 这 分 别 对 应 于 单 摆 永 远 反 时 针 旋 转 或 顺 时 针 旋转 m 
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图 9.6 理想 单 摆 的 相 图 


在 后 面 , 我 们 将 会 回 到 单 摆 在 5 > 0 的 情形 . 但 是 , 我 们 先 来 证 明 李 雅 普 诺 夫 
定理 . 
证 明 令 5 是 如 此 的 小 , 以 至 于 围绕 平衡 点 AX 的 半径 为 5 的 闭 球 BX") 整个 位 
FOR Faw LE B(X") 的 边界 上 的 最 小 值 , 其 中 Bs(X*) 的 边界 就 是 中 心 在 
X", 半径 为 6 的 球面 S5(X*). 于 是 , 由 假设 , a > 0. OU = {X E Bs(X*)|L(X) < 
a}, ERX" 位 于 中. 由 于 工 沿 解 曲线 不 增 , 从 中 出 发 的 解 不 会 与 SX) 相 
X. FE, 每 个 从 中 出 发 的 解 水 远 都 不 会 离开 Bs(XX*). 这 就 证 明了 X 是 稳定 
的 . 

现在 假设 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 中 的 条 件 (c) 也 满足 , 从 而 , 沿 4 xX" 中 的 
解 , 工 是 严格 减少 的 . S X(t) 是 一 个 从 WU -X 中 出 发 的 解 , 且 假 设 当 某 个 序列 
tn 一 oo 时 , X(tn) 一 Zo € Bs(X*). 我 们 断言 Zo = X*. 为 此 , 首先 观察 到 , 由 
于 ZX 的 ) BUD, 因而 对 于 所 有 的 上 +> 0, LX) > L(Zo), 再 由 工 的 连续 性 可 得 
L(X(tn)) > L(Zo). 如 果 Zo A X*, F Z(t) 为 从 Zo 出 发 的 解 . 对 任何 s> 0, 我 
们 有 L(Z(s)) < L(Zo). 于 是 , 对 于 任 一 从 充分 接近 Zo 出 发 的 解 , 我 们 都 有 

L(Y (s)) < L(Zo). 
KY (0) = X(tr), EP n KK, 则 我 们 就 得 到 一 个 矛盾 
L(X (tn + 8)) < L(Zp). 

因而 , Zo = X*. 这 就 证 明了 X* 是 集合 (X(t)|[t > 0} 唯一 可 能 的 极限 点 , 从 而 完 
成 了 李 雅 普 诺 夫 定理 的 证 明 . a 

图 9.7 使 得 该 定理 直观 上 看 起 来 显然 . 条 件 上 < 0 意味 着 , 当 一 个 解 穿 过 “水 
平 曲面 L-1(c) 后 , 它 就 跑 到 了 集合 上 <c 的 内 部 , 并 且 再 也 不 能 跑 出 来 . 和 遗憾 的 
是 , 图 中 所 示意 的 时 常 很 难 验 证 ; 为 什么 集合 L-1(c) 要 缩小 到 X*? 当然 , 在 许多 
情形 , 图 9.7 事实 上 是 正确 的 , 例如 , 4 LX ax? + by?(a,b > 0) 这 样 的 二 次 函数 时 . 
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但 是 , 如 果 水 平 曲面 看 起 来 像 图 9.8 YE? 很 难 想象 这 样 的 L 能 够 满足 李 雅 普 诺 夫 
函数 的 所 有 要 求 ; 但 是 与 其 去 排除 这 种 可 能 性 , 还 不 如 像 上 面 那样 给 出 分 析 证 明 
来 得 简单 


Le) 


2 


图 9.7 解 递减 地 穿 过 一 严 属 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 水 平 集 L (c) 


图 9.8 李 雅 普 诺 夫 函数 的 水 半 集 有 可 能 看 起 来 像 这 样 
例 现在 考虑 系统 


3 


T = -T 
y = —y(x? + 2741) 
z = —sinz. 


原点 又 是 一 个 平衡 点 , 然而 , 并 不 是 只 有 这 一 个 平衡 点 , 事实 上 , 对 于 每 个 me Z, 
(0,0,nn) 也 是 一 个 平衡 点 . 于 是 , 原点 不 可 能 是 大 范围 渐 近 稳定 的 . 而 且 , 对 于 每 个 
n e Z, 平面 2 = nz 都 是 不 变 的 , 也 就 是 说 , 从 这 个 平面 上 出 发 的 解 将 永远 逗留 在 
该 平面 上 . 这 是 因为 , 当 z = nz 时 , 有 xz = 0. 特别 地 , 任何 从 区 域 |z| < xt 中 出 发 
的 解剖 始终 逗留 在 这 个 区 域 中 

在 原点 线性 化 就 得 到 系统 
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它 对 于 判定 平衡 点 的 稳定 性 训 无 用 处 . 
不 过 , FTE PRL 
L(z,y,2) = 2? + y? + 27. 


显然 , 上 > 0( 除 了 在 原点 例外 ), 我 们 来 计算 
L = 一 2z4 一 2y2(z2 十 z2 十 1) — 2zsin z. 


于 是 , 在 集合 |z| <n 中 , 4 z £0 时 , zsinz > 0, 因而 在 这 个 集合 的 所 有 点 处 都 有 
L <0 (原点 除外 ). 从 而 , 原点 是 渐 近 稳定 的 . 

进一步 , 我 们 能 够 推出 , 原点 的 吸引 从 就 是 整个 区 域 |z| < x. 从 李 雅 普 诺 夫 稳 
定性 定理 的 证 明 中 可 以 立刻 得 出 , 所 有 从 半径 ~ < xt 的 球面 内 部 出 发 的 解 都 必定 
趋 于 原点 . 在 半径 为 n 的 球面 外 且 位 于 两 平面 z = 二 r 之 间 , 函数 工 仍然 是 严格 递 
减 的 . 由 十 解 始终 陷 在 这 两 个 平面 之 间 , 因而 它们 也 必定 趋 于 原点 . 国 

这 个 例子 表明 , 李 雅 普 诺 夫 函 数 不 仅 可 以 用 来 判定 平衡 点 的 稳定 性 , 而 且 可 以 
用 来 估计 渐 近 稳定 的 平衡 点 的 吸引 盆 的 大 小 , 正如 上 例 所 示 . 即使 在 李 雅 普 诺 夫 
函数 不 是 严格 的 情形 , 我 们 仍 有 下 面 的 定理 , 它 同 样 给 出 了 渐 近 稳定 性 的 一 个 判 
据 , 而 且 给 出 了 吸引 贫 的 大 小 . 为 了 陈述 它 , 我 们 需要 几 个 定义 . 

回忆 一 下 , 一 个 集合 好 称 为 不 变 的 , 如 果 对 每 一 臣 E 刀 ,对 所 有 的 te RR, (X) 
都 有 定义 且 都 在 P 中 . 例如 , 上 例 中 的 区 域 |z| < x 就 是 一 个 不 变 集 . HAP 称 为 
正 向 不 变 的 , MRT HE X EP, 对 所 有 的 上 >0, p(X) MAE MAME P 中 .在 
上 例 的 区 域 |z| <x 中 , 一 个 中 心 在 原点 的 球面 内 部 就 是 一 个 正 向 不 变 集 , 但 不 是 
不 变 集 . 最 后 , 系统 的 一 个 完整 解 是 指 一 个 形 如 p(X) ER 的 集合 . 
定理 (Lasalle 不 变性 原理 ) 设 X* 为 X = F(X) 的 一 个 平衡 点 ,了 工 :2 RA 
X* 的 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 , 其 中 是 一 个 包含 X HH OPCURX 的 
一 个 闭 有 界 邻 域 . 假设 P 是 正 向 不 变 的 , 而 且 在 P- X* 中 没有 完整 解 使 得 工 在 
上 上面 为 常 值 . WX" 是 渐 近 稳定 的 , TAP 包含 在 X 的 吸引 盆 中 . a 

在 证 明 该 定理 之 前 ， 我 们 先 将 它 应 用 到 前 面 讨论 的 有 阻尼 的 单 摆 的 平衡 点 
X* = (0,0). 回忆 一 下 , 那 时 的 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 E(0,v) = 50" +1—cos8, H 
È = -bu2. 由 于 在 v = 0 时 , È = 0, AFEERI ER. 

为 了 估计 (0,0) 的 吸引 盆 , 国定 常数 c, 0 < c < 2, 然后 定义 


Pe = {(0,v)|E(0,v) <c, E |8| < x}. 


显然 , (0,0) € Po. 我 们 来 证 明 Pe 位 于 (0,0) 的 吸引 盆 中 . 
首先 注意 到 Po 是 正 向 不 变 的 . 为 了 看 出 这 点 , 假设 (0) v(t) 是 一 个 满足 
(09(0),2(0)) € Pe 的 解 . 我 们 断言 , 对 于 所 有 的 上 > 0, 部 有 (A(t), v(t)) E€ Pe 由 于 
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È <0, BRA E(t), v(t)) <c. 如 果 Jott) > x, 则 一 定 存在 一 个 最 小 的 如 使 得 
O(to) = tn. 于 是 ， 


E(0(to), v(to)) = E(42, v(to)) = eto)? +222. 


然而 ， 
E(@(to), v(to)) <c < 2. 


这 一 矛盾 就 证 明了 |9(to)| < x, 从 而 Pe 是 正 向 不 变 的 . 

现在 我 们 来 证 明 在 Pe 中 不 存在 完整 解 使 得 如 在 上 面 为 常数 (平衡 点 除外 ). 
假设 有 这 样 的 一 个 解 , 则 沿 这 个 解 , È = 0, 从 而 v = 0. 于 是 9 = 0， 这 意味 着 0 
在 这 个 解 上 为 常数 . 同时 , 在 这 个 解 上 我 们 还 有 v = -sinp = 0. 由 I9| < x, 可 得 
9 三 0. 从 而 , Pe 中 瑟 在 上 面 为 常数 的 完整 解 只 能 是 平衡 点 (0,0). 

最 后 , Po 还 是 一 个 闭 集 . 因为 , 如 果 (0, v0) 是 Po 的 一 个 极限 点 , 则 lo] < a, 
且 由 已 的 连续 性 有 Elbo, vo) <c (A, 上 面 已 经 证 明 |go| = 蕴涵 E(00, vo) > c. 
FE, lêo] < T, 故 (ĉo, vo) € Pe, 从 而 Pe 是 闭 的 . 

根据 上 面 的 定理 我 们 就 有 , 对 于 每 个 c < 2, P。 都 属于 (0, 0) 的 吸引 盆 ; 从 而 
集合 

P=| J{Pel0 < ce < 2} 
也 包含 在 这 个 吸引 盆 中 . 注意 , 我 们 可 将 P 写成 
P = {(0,v)|E(0,v) < 2 H |8] < a}. 


图 9.9 给 出 了 有 阻尼 的 单 摆 的 相 图 . 其 中 的 曲线 v 就 是 水 平 集 EO, v) = c. 
注意 , 解 恰 好 穿 过 这 些 曲 线 一 次 并 最 终 趋 于 原点 . 


图 9.9 曲线 Ye 围 成 区 域 Pe 
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这 个 结果 从 物理 上 看 是 很 月 然 的 . 因为 如 果 9 + +n, 则 E(9,0) < 2, 从 而 过 
(0,0) 的 解 趋 于 (0,0). 即 , 如 果 单 氛 是 从 离开 静止 位 置 任 一 角度 9 的 地 方 ( 坚 让 位 
置 除外 ) 开始 , 则 它 会 越 摆 越 低 并 最 终 停 在 其 稳定 的 平衡 位 置 ， 

(0,0) 的 吸引 分 中 还 包含 P 之 外 的 其 他 初始 位 置 . 例如 , 考虑 过 (n u) 的 解 ， 
其 中 v 很 小 , 但 不 是 零 . 则 (r u) g P, 但 过 这 点 的 解 很 快 就 会 运动 到 PB, 从 而 
AEF (0,0). 这 说 明 (x, u) 也 位 于 (0,0) 的 吸引 往 中 . 这 点 可 从 图 9.9 中 看 出 : 
从 平衡 点 (n.0) 上 方 一 点 点 或 平衡 点 (2,0) 下 方 一 点 点 的 地 方 出 发 的 解 很 快 就 
BRL ye 进入 Pe 在 习题 5 中 可 以 看 到 进一步 的 这 种 例子 . 

现在 我 们 来 证 明 上 述 定理 . 

证 明 假设 存在 一 个 解 革 (i) E O0 <t oo 时 位 于 正 向 不 变 集 PP 中 , 但 是 在 上 一 co 
时 , X(t) 不 趋 于 X*. HEP RRA, 故 一 定 存 在 P 中 的 一 点 ZAX UR 
一 个 序列 th 一 00 使 得 

Jim, X(ta)= Z. 


我 们 不 妨 假设 th 是 一 个 单调 增加 序列 . 
我 们 断言 过 2 的 完整 解 位 于 P 中 , 即 , Z) 对 所 有 的 te 及 , 而 不 仅仅 是 
对 上 > 0, 都 有 定义 且 位 于 PP 这 可 以 通过 如 下 的 讨论 看 出 ， 首 先 , 由 于 PB 
正 向 不 变 的 , (Z) 当然 对 所 有 的 t > 0 有 定义 ， 另 一 方面 , 对 于 区 间 [tn 0] 中 
的 所 有 t, oX lin) 都 有 定义 且 位 于 P 中 . 由 于 {ta} 为 单调 增加 序列 , 对 所 有 的 
k > 0, 以 及 所 有 的 te [一 tn,0j, e(X(tn+e)) 都 有 定义 旦 位 于 P 中 . 由 于 当天 一 oo 
时 , 点 列 X (trae) 一 Z, 根据 解 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 , 我 们 就 有 , 对 于 所 有 的 
t € [-tn;0], 9t(Z) 也 有 定义 且 位 于 P 中 . 由 于 这 对 所 有 的 tn 都 成 立 , 可 见 过 的 
解 是 一 个 位 于 P 中 的 完整 解 . 
最 后 , 我 们 说 明 在 过 2 的 完整 解 上 , LAE i LZ) = a, 则 我 们 有 
L(X(tn)) >a H 
Jim | L(X (tn) = a. 


更 一 般 地 , HE {sn} 是 一 个 在 n 00 BHF 00 的 时 间 序 询 ,我 们 就 有 L(X(sn)) > 
a. 这 可 以 由 荆 沿 解 是 韭 增 的 事实 得 出 . 现在, 序列 X (tn + s) 收敛 到 (2), 从 而 
L($,(2)) = a. 这 与 我 们 假设 的 P 中 没有 使 得 工 取 常 值 的 完整 解 矛盾 , 这 一 矛盾 
就 证 明了 定理 . a 

在 这 个 证 明 中 , 我 们 遇 到 了 某 些 点 , 它们 是 过 X 的 解 上 的 点 列 的 极限 . 一 个 
给 定 解 X(t) 的 所 有 极限 点 构成 的 集合 称 为 这 个 解 的 w 极限 点 集 , 或 极限 集 . 类 
似 地 , 我 们 可 以 定义 , 一 个 解 X(t) 的 a 极限 点 集 , 或 a 极限 集 为 所 有 这 伴 的 点 Z 
构成 的 集合 : 对 于 某 个 序列 如 一 一 20, limno X (tn) = Z. (这 些 术语 之 所 以 这 样 
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称呼 是 因为 在 希腊 字母 表 中 , a 是 第 一 个 字母 , 而 w 是 最 后 一 个 字母 .) 下 面 的 此 
实 将 在 下 一 章 中 用 到 , 它 的 证 明 本 质 上 已 经 包含 在 上 面 给 出 的 证 明 中 . 
命题 ”一 个 对 所 有 上 e 民 都 有 定义 的 解 的 o 极限 集 和 o 极限 集 都 是 闭 不 变 集 . m 


9.3 梯度 系统 


现在 我 们 来 考虑 一 类 特殊 类 型 的 系统 , 它们 特别 适合 用 前 面 的 李 雅 普 诺 夫 函 
数 来 研究 . R* 上 的 一 个 梯度 系统 是 指 一 个 形 如 


X’ = -grad V (X) 


的 微分 方程 系统 , 其 中 Y : R 一 及 是 一 个 C™ BH, A 
OV OV 

grad V = (FF) . 
(该 系统 中 出 现 的 负 号 是 一 种 习惯 .) 向 量 场 gradV 称 为 V 的 梯度 . 注意 , -grad V 
(X) = grad (—V(X)). 

梯度 系统 具有 一 些 特 殊 的 性 质 , 这 使 得 它们 的 流 相当 简单 . 下 面 的 等 式 是 基 

本 的 : 

DVx(Y) = grad V(X)- Y. 


也 就 是 说 , V 在 X 处 的 导数 作用 在 Y = (wm,…,yn) < R" 上 的 值 由 向 量 grad 
V(X) 和 YY 的 点 乘 给 出 . 这 可 以 由 公式 


n 


DYXY) = 3 Fe, (Xu; 


立刻 得 出 . 
令 X(t) 为 上 述 梯度 系统 满足 X(0) = Xo WH, 记 V : R” > RAV 沿 这 个 
解 的 导数 , 即 a 
V(X)= gx) 


命题 ARV 是 系统 X = -gad V(X) 的 一 个 李 雅 普 诺 夫 函数 . 并 且 , V(X) = 0 
当 且 仅 当 X 是 一 个 平衡 点 . 
证 明 ”由 链 式 法 则 我 们 有 


V(X) = DVx(X") = grad V(X) - (-grad V(X)) = —|grad V (X)|? < 0. 


特别 地 , V(X) = 0 当 且 仅 当 grad V(X) =0. E 
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该 命题 的 一 个 直接 推论 就 是 , 如 果 X* BV 的 一 个 孤立 的 极 小 值 , 则 X* 就 
是 上 述 梯度 系统 的 一 个 渐 近 稳定 的 平衡 点 . 事实 上 , X* 为 孤立 的 就 保证 了 在 区 * 
的 一 个 邻 域 中 (不 包含 X"), 成 立 V < 0. 

为 了 从 几何 上 了 解 梯度 流 , 我 们 来 看 函数 了 : R” 一 及 的 水 平 曲面 , 也 就 是 子 
KV (chce R. MR X eVe) 为 一 个 正则 点 , 即 grad V(X) 4 0, 则 V- (c) 
E X 附近 看 起 来 就 像 一 个 n 一 1 维 “ 曲 面 *. 为 此 , 假设 (通过 将 坐标 轴 重 新 纺 
5 )OV/Orn(X) A 0, HARREM, 存在 Cx 函数 g : Rn"-1 一 R 使 得 在 X 附近 ， 
KER Vc) 由 


In = 9g(zl ,Zn-1) 


给 出 , 即 , 在 X 附近 , Ve) 看 起 来 像 函 数 9 的 图 像 . 在 ”= 2 的 特殊 情形 , 当 X 
证 一 个 正则 点 时 , Ve) 就 是 一 条 过 X 的 简单 曲线 . 如 果 V- 中 的 所 有 点 都 
是 正则 点 , 我 们 就 称 是 V 的 一 个 正则 值 . 在 ”= 2 的 情形 , 如 果 c 是 一 个 正则 值 ， 
则 水 平 集 V- (c) 就 是 一 些 简单 (或 者 , 不 相交 ) 曲线 的 并 . 如 果 XX 是 V 的 一 个 非 
正则 点 , 则 grad V(X) = 0, 故 V 在 大 处 的 所 有 偏 导数 都 是 零 , 从 而 X 是 函 数 V 
的 一 个 临界 点 . 

现在 假设 Y ÆT X 处 与 水 平 曲面 V1(c) 相 切 的 一 个 向 基 . 则 我 们 可 在 这 个 
水 平 集中 找到 一 条 曲线 y(t) 使 得 Y(0) =Y. 由 于 V 沿 Y 为 常 值 , 于 是 ， 


DVx(v) = 2 


ET 7 937 的 一 0 


于 是 , 根据 前 面 的 观察 , 我 们 有 grad V(X) .Y = 0, RH, 换 句 话说 , grad V(X) Æ 
直 于 水 平 集 V-i(c) 在 X 处 的 每 一 个 切 向 量 . BY, 在 V 的 所 有 正则 点 处 , 向 量 场 
grad V(X) 部 与 水 平 曲面 Vi(e) 垂直 . 我 们 将 这 些 总 结 成 下 面 的 定理 ， 
定理 (梯度 系统 的 性 质 ) 对 于 系统 X’ = -grad V(X), 

(1) 如 果 c Æ V 的 一 个 正则 值 , 则 该 向 其 场 垂直 于 水 平 集 V-i(e); 

(2) V 的 临界 点 都 是 该 系统 的 平衡 点 ; 

(3) 如 果 临 界 点 是 V 的 一 个 孤立 极 小 值 , 则 该 点 是 一 个 渐 近 稳定 的 平衡 点 . © 
例 SV: ROR ABR V(r, y) =2?(c— 1)? +y. 则 梯度 系统 


X’ = F(X) = -grad V(X) 


由 下 式 给 出 : 
x’ = —2r(z — 1)(2z — 1) 
y = —2y. 
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这 里 有 3 个 平衡 点 : (0,0), (1/2,0), (1,0). 在 这 3 个 平衡 点 处 线性 化 可 得 下 面 的 矩 


阵 : 
-2 0 „n /1 0 
DF(0,0) = ( 1 s) DF(1/2,0) = (; s) 


_DF(1,0) = (7 n) 


FÆ, (0,0) 和 (1,0) 为 汇 点 , 而 (1/2,0) 为 鞍点 ，z 轴 和 y 轴 都 是 不 变 的 , 直线 

c= 1/2 Ñ z = 1 也 是 不 变 的 . 由 于 在 这 些 竖 直线 上 有 y = -2y, 从 而 在 (1/2,0) 

处 的 稳定 曲线 为 直线 = = 1/2, 而 在 (1/2,0) 处 的 不 稳定 曲线 则 为 > 轴 上 的 区 间 

(0, 1). a 
V 的 水 平 集 以 及 上 述 系 统 的 相 图 如 图 9.10 所 示 . 注意 , 似乎 所 有 的 解 都 趋 于 

这 三 个 平衡 点 中 的 一 个 . 这 并 不 是 偶然 的 , 因为 我 们 有 : 

命题 KZ 是 一 个 梯度 流 的 解 的 a 极限 点 或 极限 点 , 则 2 为 平衡 点 . 


NN 


图 9.10 H V(2,y) = 2?(@ — 1)? + y? 所 确定 的 梯度 系统 的 水 平 集 和 相 图 


证 明 假设 2 是 一 个 极限 点 . 像 在 9.2 节 中 证 明 Lasalle 不 变 原理 一 样 , 我 们 可 以 
证 明 V 沿 过 Z 的 解 为 常数 . 从 而 , V(Z) = 0, FE 2 必定 是 一 个 平衡 点 . a 极限 点 
的 情形 是 类 似 的 . 事实 上 , X’ = —grad V(X) 的 a 极限 点 Z 就 是 X = gradV(X) 
-的 w 极限 点 , 由 此 可 得 gradV(Z) = 0. | 

如 果 一 个 梯度 系统 仅 有 孤立 的 平衡 点 , ERA, 该 系统 的 每 个 解 必定 
要 么 趋 于 无 穷 , 要 么 趋 于 一 个 平衡 点 . 在 上 例 中 , 我 们 看 到 集合 v-1([o,dj) BAR 
闭 的 , 且 在 梯度 流下 是 正 向 不 变 的 . 从 而 每 个 进入 这 种 集合 的 解 在 所 有 t > 0 时 都 
AEX, HÉT 3 个 平衡 点 (0,0), (1/2,0),(1,0) 中 的 一 个 . 过 每 个 点 的 解 都 的 确 进 
入 一 个 这 种 集合 , 这 是 因为 过 (x,y) 当然 要 进入 集合 V-O, col), 其 中 V(x,y) = co. 

我 们 来 看 最 后 一 个 性 质 , 它 也 是 所 有 梯度 系统 都 共有 的 . 注意 , 在 上 例 中 , 3 个 
平衡 点 处 的 线性 化 的 所 有 特征 值 都 是 实 特 征 值 . 这 也 不 是 偶然 的 , 因为 一 梯度 系 
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统 在 平衡 点 X” 处 的 线性 化 是 一 个 矩阵 [aij], 其 中 


Qij => (a) (X"). 
由 于 混合 偏 导数 相等 , 我 们 有 
(aa) (X") = (E) (X"), 


于 是 , aij = aj. 由 此 可 得 , FARA REE EY RR. 我 们 知道 ， 
所 有 这 伴 的 矩阵 都 只 有 实 特 征 值 . 例如 , 在 2 x 2 情形 , 对 称 矩 阵 都 具有 如 下 形式 : 


(a) 


a+c (a — c)? + 4b? 
an 


易 见 它 的 特征 值 为 


它们 都 是 实数 . 在 习题 15 中 还 有 一 个 更 一 般 点 的 情形 . 于 是 , 我 们 有 : 
命题 ”对 于 梯度 系统 X = -grad V(X), 任 一 平衡 点 处 的 线性 化 系统 都 只 有 实 特 
征 值 . E 


9.4 ”哈密 顿 系统 


在 本 节 , 我 们 讨论 另 一 种 特殊 类 型 的 系统 , 哈密 顿 系 统 . 在 第 13 章 中 我 们 将 
看 到 , 从 经 典 力学 中 产生 的 系统 就 是 这 种 类 型 的 系统 . 

在 本 节 , 我 们 仅 限 二 考虑 R 中 的 哈密 顿 系统 . R 中 的 一 个 哈密 顿 系统 是 如 
下 形式 的 系统 ; 


i 


Z= py Y 


OH 
y= -pr ® y), 


Ht H: RP 一 RR 是 一 个 C” 函数 , 称 之 为 哈密 顿 函数 . 
例 “无 阻尼 调和 振子 ) 回忆 一 下 , 这 个 系统 由 下 式 给 出 ， 


gi=y 
y' = 一 KZ， 


其 中 此 > 0. 这 个 系统 的 一 个 哈密 顿 函数 为 


1 k 
H(z, y) = 了 2 十 z% | 
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例 FRAME) 在 9.2 节 , 我 们 已 经 看 到 这 个 系统 的 方程 为 


0 =v 


v = —sind. 


此 时 , 总 能 其 函数 1 
E(6,v) = a 十 1 一 cosb 


就 可 以 作为 一 个 哈密 顿 函数 , 注意 , 由 于 任何 哈密 顿 函 数 加 上 一 个 常数 后 并 不 会 
改变 方程 , 所 以 我 们 总 是 说 一 个 哈密 顿 函 数 . 

让 哈密 顿 系统 变 得 如 此 重要 的 是 如 下 的 事实 : 哈密 顿 函 数 是 一 个 首次 积分 ， 
或 运动 常数 . 即 , H 沿 着 该 系统 的 每 个 解 都 是 常数 , 或 者 , 用 前 几 节 的 语言 来 说 就 
Æ H=0. 这 可 以 从 下 面 立刻 得 出 ， 


: OH , OH 1/ OHOH OH OH _ 
+) 图 
于 是 , 我 们 有 
命题 ”对 于 R? 上 的 一 个 哈密 顿 系统 , H 沿 每 个 解 曲线 都 是 常数 . a 


知道 了 一 个 给 定 系统 为 哈密 顿 的 重要 性 在 于 , 此 时 我 们 不 需求 解 系统 就 可 以 
基本 上 作出 它 的 相 图 . 假设 H 在 任何 开 集 上 都 不 是 常数 , 我 们 先 简单 地 作出 水 平 
曲线 五 (z,y) = 常数 . 则 系统 的 解 就 位 于 这 些 水 平 集 上 ; 我 们 需要 做 的 就 是 在 这 些 
水 平 集 上 确定 解 曲 线 的 方向 . 但 因为 我 们 知道 了 向 量 场 , 这 点 很 容易 做 到 . 还 要 注 
意 , 一 个 哈密 顿 系统 的 平衡 点 就 出 现在 甩 的 临界 点 处 , 即 在 H 的 所 有 偏 导数 都 为 
零 的 地 方 . 

例 考虑 系统 


一 个 哈密 顿 函 数 为 


这 里 的 常数 1/4 是 无 所 谓 的 ; 我 们 选 它 只 是 让 H 的 极 小 值 为 0, H E (+1,0) 处 下 
EXT BUME, 这 些 都 很 容易 验证 . 另外 的 一 个 平衡 点 位 十 原点 . 该 方程 的 线性 化 


X= 0 l X 
1- 3z? 0 


在 (0,0) 处 , 该 系统 的 特征 值 为 £1, 从 而 我 们 得 到 一 个 较 点 . 在 (+1,0) 处 , 特征 值 
为 土 V2i, 从 而 我 们 得 到 两 个 中 心 , 至 少 对 线性 化 系统 是 这 样 的 . 
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作出 五 的 水 平 曲线 并 在 非 平 衡 点 处 加 上 方向 就 得 到 系统 的 相 图 , 如 图 9.11 所 
示 . 注意 , 位 于 (41,0) 处 的 平衡 点 对 于 原来 的 非 线性 系统 也 仍然 是 中 心 . 还 要 注 
意 , 原点 处 稳定 曲线 和 不 稳定 曲线 完全 重合 , BN, 我 们 有 既 正 向 趋 于 (0, 0) 又 负 向 
趋 于 (0,0) 的 解 . 这 样 的 解 就 是 所 谓 的 同 宿 解 或 同 宿 轨 . a 


图 9.11 2 =y, y = -r +2 的 相 图 
该 系统 的 特征 值 具有 特殊 的 形式 +1 和 v, 这 同样 不 是 偶然 的 . 
命题 E (zo,yo) 是 一 个 平面 哈密 顿 系统 的 平衡 点 . 则 相应 的 线性 化 系统 的 特征 
值 要 么 为 +), BAH ti, 其 中 入 ERR. a 
该 命题 的 证 明 是 直接 的 (见习 题 11). 


9.5 RR: 具有 常 值 外 力 的 单 摆 
回忆 一 下 , 在 9.2 节 中 , 一 个 非 线性 单 摆 的 方程 为 


=v 


v = —bv — sin 0, 


其 中 9 为 单 摆 的 角 位 移 (这 里 假设 它 是 反 时 针 方 向 测量 的 ), 而 v 为 角速度 . 参数 
b > 0 代表 阻尼 的 大 小 . 
现在 , 我 们 反 时 针 方 向 对 单 摆 施 加 一 个 常 值 的 扭矩 . 这 等 于 在 v 的 方程 上 加 
上 一 个 常数 , 从 而 现在 的 系统 就 变 成 
0 =v 


v = —bv — sinf + k, 


其 中 假设 k > 0. 由 于 9 的 大 小 是 按 mod2r 来 量 的 , RITER ZAREE 
EH S' x R 上, 其 中 S! 代表 单位 圆周 . 
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(1) 找 出 该 系统 的 所 有 平衡 点 并 确定 它们 的 稳定 性 . 

(2) 在 bk 参数 平面 上 确定 一 些 区 域 , 使 得 在 不 同 参数 区 域 上 的 系统 具有 不 同 
数 日 的 平衡 点 . 在 每 种 不 同 的 情形 , 描述 单 摆 的 运动 . 

(3) Ri k > 1. 证 明 该 系统 存在 一 个 周期 解 ， 提 示 : 你 能 对 向 基 场 在 形 如 
0 <v < (k-—sin§)/b < v2 的 带 形 区 域 中 说 些 什么 ? 

(4) 描述 该 系统 定义 在 直线 0 = 0 上 的 庞 加 莱 映 射 的 定性 特征 . 

(5) HERE k > 1 时 , 该 系统 具有 唯一 的 周期 解 . 提示 : 回想 能 量 函 数 


1 
E(0,y) = a9 ~—cos#+1 


并 利用 E 沿 任 一 周期 解 的 总 改变 晤 必定 为 0 的 事实 . 
(6) 证 明 存在 参数 值 使 得 稳定 平衡 点 和 周期 解 能 同时 存在 . 
(7) 描述 当 周 期 解 不 再 存在 时 必定 出 现 的 分 岔 . 


习 题 


. 对 下 面 的 每 个 系统 , 作出 其 z 零点 集 和 y 零点 集 , 并 利用 这 些 信息 大 致 确定 
其 相 平面 . 你 可 不 妨 假设 这 些 系 统 只 在 x,y > 0 时 有 定义 . 
(a) 2 = z(y + 2x - 2), y = yy— 1); 
(b) z’ = z(y + 2x — 2), y' = y(y +z - 3); 
(c) a! = z(2 —- y — 2z), y = y(3 — 3y — 1); 
(d) 2’ = z(2 — y — 27), y' = y(3 — y — 4r); 
(e) 2’ = x(2500 — z? — y?), y' = y(70 — y — z). 
2. 描述 系统 


| 一 


2 一 022 一 1 
y! = -£y + a(z? — 1) 


TE a < 0 时 的 相 图 . 4 a 从 负 到 正 时 , 流 的 哪些 定性 特征 会 发 生变 化 . 
. 考虑 微分 方程 系统 


Ww 


g’ = z(-2 —y+1) 
y = y(-axz — y + b), 


其 中 a,b > 0, 为 参数 . 假设 系统 仅 在 x,y > 0 时 有 定义 . 

(a) 对 于 a,b 的 不 同 取 值 , 利用 零点 集 描述 系统 的 相 图 . 

(b) ERED BATH a,b 的 取 值 . 

(c) 将 ab 十 硬 分 成 一 些 区域 使 得 在 每 个 区 域 上 系统 有 定性 相似 的 相 图 并 且 
描述 参数 穿 过 区 域 边界 时 的 分 贫 . 
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4. 


CT 


N 
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考虑 系统 
x’ = (ex + 2y)(z +1) 
y = (=r + ey) +1) 


z = 一 z3. 


(a) 证 明 当 e= 0 时, 原点 不 是 渐 近 稳定 的 . 
(b) 证 明 当 e < 0 时 , 原点 的 吸引 盆 包 含 区 域 z > -1. 


. 对 于 非 线性 阻尼 单 摆 , 证 明 对 每 个 整数 n 和 每 个 角度 bo, 都 存在 初始 条 件 


(80, vo) 使 得 满足 这 个 初始 条 件 的 解 对 应 于 单 摆 在 净 于 静止 位 置 前 , 绕 着 圆周 
转 至 少 n A, 但 又 不 到 ”+ 1 图 . 


. 找 出 系统 


z’ = —2g — y? 

y = -y- 2? 
的 平衡 点 (0,0) 的 一 个 严格 李 雅 普 诺 夫 函 数 . 找 出 一 个 尽 可 能 大 的 6 > 0 使 得 
中 心 在 (0,0) 半径 为 6 的 开 圆 盘 包 含 在 (0,0) HMRI. 


. 对 于 下 面 的 每 个 函数 V( 针 ), 简略 地 作出 梯度 系统 X’ = -grad V(X) 的 相 图 ， 


在 同一 张 图 上 画 出 V(X) 的 水 平 曲面 , 找 出 所 有 的 平衡 点 并 确定 其 类 型. 


(a) z? + 2y2; (b) z? — y? — 2a + 4y + 5; 
(c) ysin z; (d) 2x? — 2zy + 5y? + 4T + 4y + 4; 
(e) 1? +y? ~ z; (£) 2?(@ — 1) + y?(y — 2) + 22. 


- 简略 地 作出 下 面 系统 的 相 图 , 同时 确定 系统 是 否 为 哈密 顿 系统 或 梯度 系统 ( 顺 


便 提 一 下 , 第 一 问 就 是 一 点 提示 ). 


(a) Z =x+2y, y’ = -y; (b) z = y? + 2zy, Y = x? + Qay; 
(c) a! = a? — 2ay, y = y? — Qxy; (d) 2! = 2? — 22y, y' = y? — 2; 
(e) 2’ = — sin? zsiny, y = —2sin T cos £ cos y. 


. 令 X'= AX 为 一 线性 系统 , 其 中 


A= a b 
e dajo 
(a) 确定 该 系统 为 一 梯度 系统 时 , a,b, cd 所 应 满足 的 条 件 . 明确 地 给 出 一 个 


(b) 对 于 哈密 顿 系 统 重 做 上 一 问 . 


. 考虑 平面 系统 


x’ = f(z,y) 
y = g(z,y). 
明确 地 给 出 该 系统 为 梯度 系统 或 哈密 顿 系统 时 f,g 应 满足 的 条 件 . 


11. 


12.4 
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证 明 平 面 哈 密 顿 系统 的 平衡 点 处 的 线性 化 的 特征 值 要 人 么 是 十 要么 是 ti, 其 
中 YER. 

T 证 将 正方 形 0 < 0,02 < In 的 对 边 等 同 得 到 的 环 面 . 设 F(01,02) = 
cos01 + cos@2. 在 人 上 简略 地 作出 系统 -grad 的 相 图 . 当 把 了 表示 成 一 个 
油 炸 图 饼 的 表面 时 , 简略 地 作出 相 图 的 一 个 三 维 表示 . 


. 假设 上 题 中 的 下 为 一 哈密 上 顿 函 数 时 , 重 做 上 题 . 
. 在 环 面 了 (如 上 题 ) 上 , > F(61,02) = cos01(2 -cosgo). 在 T 上 简略 地 作出 系 


统 -grad 的 相 图 , 当 把 工 表 示 成 一 1 油 炸 圈 饼 的 表面 时 简略 地 作出 相 图 
的 一 个 三 维 表 示 . 


. 证 明 3 x 3 的 对 称 知 阵 只 有 实 特 征 值 . 
. 一 个 系统 的 解 X(t) 称 为 回复 的 , 如 果 对 于 某 个 序列 th 一 cc, 有 天 (如 ) 一 


X (0). 证 明 梯 度 系统 没有 非常 值 的 回复 解 . 


. 证 明 有 界 闭 的 w 极限 集 是 连通 的 . 举 出 一 个 平面 系统 的 例子 , 使 得 它 的 w 极 


限 集 由 两 条 平行 线 构成 . 
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在 前 面 几 章 , 我 们 集中 在 微分 方程 系统 的 平衡 解 上 . 虽然 平衡 解 无 疑 是 最 重 
要 的 解 , 但 是 一 些 其 他 类 型 的 解 也 同样 重要 . 在 本 章 ， 我 们 将 研究 另 一 种 重要 类 
型 的 解 , 周期 解 , 或 称 闭 轨 . 回忆 一 下 , 在 系统 X = F(X) 中 出 现 周期 解 , 如 果 我 
们 有 一 个 非 平衡 点 X 以 及 时 间 + > 0 使 得 6-(X) = X. 此 时 , 对 所 有 的 t, 都 有 
Pt+r(X) = (X), 从 而 be 是 一 个 周期 函数 . 最 小 的 这 样 的 7 > 0 称 为 这 个 解 的 周 
RA. 例如 , 无 阻尼 调和 振子 方程 的 所 有 非 零 解 都 是 周期 解 . 类 似 渐 近 稳定 的 平衡 点 ， 
周期 解 也 可 能 吸引 其 他 的 解 . 即 , 解 可 以 以 周期 解 为 极限 , 这 就 像 解 可 以 趋 于 平衡 
点 一 样 . 

在 平面 上 , 解 的 极限 行为 本 质 上 就 限制 在 一 些 平衡 点 和 闭 轨 上 , 尽管 也 会 有 一 
些 例外 情形 . 在 本 章 , 我 们 将 通过 重要 的 庞 加 莱 - 本 迪克 逊 定 理 来 研究 这 一 现象 . 
在 后 面 我 们 将 看 到 , 在 高 于 二 位 的 情形 , 解 的 极限 行为 可 以 比 现在 的 要 复杂 得 多 
的 多 . 


10.1 极 R 集 


我 们 首先 描述 微分 方程 系统 的 解 的 极限 行为 . 回忆 一 下 , Y eR EX 的 
解 的 一 个 w 极限 点 , 如 果 存 在 序列 th 一 00 使 得 limno p (X) =Y. 即 , 当时 间 
向 前 时 , 过 AX 的 解 曲线 在 Y 点 聚集 . 过 X 的 解 的 所 有 w 极限 点 的 集合 就 是 X 
的 w 极限 集 , 记 为 oX). 在 上 面 的 定义 中 , 把 th 一 00 BUR th 一 -oo, 就 得 到 a 
BRAH a WRR aX). wX) Al aX) 统称 为 极限 集 . 

下 面 是 极限 集 的 几 个 例子 . 如 果 X* 是 一 个 渐 近 平衡 点 , WEBER 
的 每 个 点 的 w 极限 集 . 任何 平衡 点 既是 它 自己 的 a 极限 集 又 是 它 自己 的 w 极限 
SR. 一 个 周期 解 是 它 上 面 的 每 个 点 的 a 极限 集 和 w 极限 集 . 这 样 一 个 解 也 可 能 是 
许多 其 他 点 的 w 极限 集 . 

例 考虑 用 极 坐标 给 出 的 平面 系统 


r= 3 - r?) 
=l. 


在 8.1 节 中 我 们 已 经 看 到 , 该 方程 的 所 有 非 零 解 都 趋 于 位 于 平面 上 单位 圆周 的 周 
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期 解 ( 见 图 10.1). 从 而 , 任何 非 零 解 的 w 极限 集 就 是 这 个 闭 轨 . a 


图 101 r= 3(r - r°), 0 = 1 的 相 平 面 
例 考虑 系统 


z’ = sinz(—0.1 cosx — cosy) 


y = sin y(cosz — 0.1 cosy). 


在 正方 形 的 四 个 角 (0,0), (0,x), (x,2), 
(x,0) 上 , 有 4 个 是 鞍点 的 平衡 点 , 同时 还 有 许 
多 其 他 的 平衡 点 . 有 一 些 异 宿 解 按照 上 面 所 询 
的 顺序 将 这 4 个 平衡 点 连接 起 来 ( 见 图 10.2). 
在 (r/2,x/2) 处 还 有 一 个 螺 线 源 点 ， 所 有 从 这 
个 源 点 散发 出 来 的 解 聚集 在 连接 这 些 平衡 点 的 
4 个 异 宿 解 上 ( 见 本 章 的 习题 入， 于 是 , 这 些 
解 上 的 任何 点 的 w 极限 点 就 是 由 xz = 0,x 和 OOS 
和 UEAN, A EOC 107 RET (7/2 8/2) 处 的 


点 Ww 
于 , 描述 它们 不 是 很 容易 . 然而 , 在 平面 情形 , 极 in enue 
RANAMI. KL, 图 10.2 是 典型 的 , 办 异 宿 解围 成 的 正方 形 


为 可 以 证 明 , 异 于 闭 轨 或 平衡 点 的 闭 有 输 极 限 
集 就 是 由 一 些 平衡 点 以 及 一 些 连接 它们 的 解构 成 . 将 在 10.5 节 中 讨论 的 庞 加 
He - 本 迪克 还 定理 断言 , 平面 上 不 含 平衡 点 的 闭 有 界 极限 集 必定 是 一 个 闭 轨 . 

从 9.2 节 还 知道 , 一 个 极限 集 在 R HA, 而 且 在 流 的 作用 下 不 变 . 我们 将 来 
还 需要 用 到 下 面 的 结果 ， 
命题 

(1) 如 果 X 和 2 位 于 同一 条 解 曲线 上 , 则 wX) = w(2), a(X) = a(Z); 
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(2) mÈ D 是 一 个 正 向 不 变 的 闭 集 , ZED, 则 w(2Z) c D; 对 于 负 向 不 变 集 和 
a 极限 集 有 类 似 的 结果 . 

(3) 一 个 闭 不 变 集 , 特别 地 , 一 个 极限 集 , 包含 它 里 面 的 每 个 点 的 a 极限 集 和 
w 极限 集 . | 
证 明 对 于 (1), REY €u(X), H (X) = Z. MR &,(X) > Y, 则 我 们 有 


bts(2) = 9n (X)—Y. 


从 而 , BA Y € w(Z). 对 于 (2), WIRY tr 一 00 时 , ġe, (Z) — Y € w(2), WHI 
A, 对 于 充分 大 的 n A tn > 0, R (Z) € D. HFT DD AAR, FARA Y €D. 
最 后 , (3) 可 从 (2) 立刻 推出 . a 


10.2 ”局 部 截面 和 流 盒 


在 本 章 剩 下 的 部 分 , 我 们 将 讨论 限制 在 平面 系统 .在 本 节 , 我 们 描述 X = 
F(X) 的 流 在 一 个 非 平衡 点 的 给 定点 Xo 附近 的 局 部 行为 . 我 们 的 目的 是 先 在 Xo 
处 构造 一 个 局 部 截面 , 然后 在 Xo 的 一 个 邻 域 中 构造 一 个 流 盒 . EXPAT, 系 
统 的 解 行为 特别 地 简单 . 

假设 F(Xo) #0. Xo 处 的 横 截 线 就 是 过 Xo RABAFRA Xo 的 向 其 
F(Xo0) 的 直线 , 将 它 记 为 (Xo). 我 们 将 (Xo) 如 下 参数 化 . 令 Vo 是 一 个 基点 在 
Xo 且 垂 直 于 下 (Xo) 的 单位 向 入 然后 由 h(w) = Xo +uVo 定义 有 :RR 一 LX0). 

由 于 F(X) 是 连续 的 , ZDE (Xo) 上 一 个 
包含 Xo 的 开 区 间 内 , 这 个 向 基 场 与 !(Xo) 不 相 
切 . 我 们 称 这 样 的 一 个 包含 Xo 的 开 区 间 为 Xo 
处 的 一 个 局 部 截面 . 在 一 个 局 部 截面 S 上 的 每 一 
点 , 向量 场 总 是 指向 “离开 ”S, 从 而 解 总 是 穿 过 一 
个 局 部 截面 . 特别 地 , 对 于 X CS, F(X) 4 OH 
图 10.3). 

Xo 处 的 局 部 截面 的 第 一 个 应 用 就 是 在 Xo 
的 一 个 邻 域 中 构造 相应 的 流 盒 . 一 个 流 盒 就 是 通 
过 一 组 特殊 的 坐标 , 在 一 个 非 平衡 点 的 邻 域 , 给 


A103 X 处 的 一 个 局 部 截面 S — 、 
MoS EA ERIS 出 流行 为 的 一 个 完全 的 摘 述 . 流 在 流 盒 中 的 直观 


Bee HERRA: 所 有 的 点 都 沿 平行 线 匀 速 运动 . 
给 定 Xo 处 的 一 个 局 部 截面 S, 可 以 如 下 构造 一 个 从 R 的 原点 的 一 个 邻 域 
N 到 Xo 的 一 个 邻 域 的 映射 V. 给 定 (s,u) E R?, 我 们 定义 


t(s, u) = bs(h(u)), 
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其 中 为 如 上 所 述 的 模 截 线 的 参数 化 . 注意 , UN 中 的 竖 直 线 (0,4) RE 
截面 S HA YEN 中 的 水 平 线 映 到 系统 的 各 条 解 曲线 . 如 果 我 们 选取 N 充分 
小 , 则 映射 V ZEN 上 是 一 一 的 . 还 需 注意 , DYN 中 的 常 值 向 量 场 (1,0) 映 到 
HEH F(X). 用 第 4 章 的 语言 来 说 就 是 , V 就 是 常 值 向 基 场 的 流 与 非 线 性 系统 的 
流 之 间 的 一 个 局 部 共 斩 . 

通常 将 入 取 为 形式 {(s,zjlls| <0}, 其 中 o > 0. 此 时 , 我 们 常常 记 Ve = VW), 
并 称 Vo 是 Xo 处 (或 关于 Xo) 的 流 盒 ( 见 图 10.4). 流 盒 的 一 个 重要 性 质 就 是 , 如 
果 其 sy, 则 存在 一 个 唯一 的 Le (-o,0) E AX) ES. 


N s wt) 
10.4 属于 S Hite 


如 果 S 是 一 个 局 部 截面 , 则 过 一 点 Zo( 可 能 离 S 很 远 ) 的 解 可 能 在 某 个 时 刻 
to 达到 Xo € S( 见 图 10.5). 我 们 来 证 明 , 在 某 种 局 部 意义 下 , 首次 到 达 S 的 时 间 是 
Zo 的 一 个 连续 函数 , 更 准确 地 说 就 是 ， 
命 S 5 为 Xo 处 的 一 个 局 部 截面 , 且 wo(2Zo) = Xo. WH Zo 的 一 个 
邻 域 ， 则 , 存在 一 个 包含 Zo 的 开 集 U c W 以 及 一 个 可 微 汕 数 7 :2 一 下 满足 
T(Zo) = to, AXES X CU 都 有 


u 


图 10.5 解 穿 过 局 部 截面 5 
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证 明 假设 下 (Xo) 为 向 量 (a, 8), ER, (a, 8) 关 (0,0). 对 Y= (yi, yo) € R, 定义 
7: 民 ?2 一 及 如 下 ; ， 
MY) =Y- F(X) = ayı + Bye. 
注意 , Y AT RMR (Xo) 当 且 仅 当 = Xo+ V, HEV. F(X) = 0. TE, 
Y € (Xo) 当 且 仅 当 n(Y) =Y - F(Xo) = Xo: F(Xo). 
WHEE G:R?xR RMF: 


G(X, t) = n(:(X)) = o:(X) - F(Xo). 


由 于 $to(Xo) = Zo, RITE G(Zo, to) = Xo- F(X0). 而 且 还 有 


ŽC Zo, to) = IF(XOF #0. 
然后 , 由 隐 函 数 定理 可 知 , 存在 定义 在 Zo HRABI U HER T: R> R 满足 
T(Zo) = to 以 及 
G(X,7(X)) = G(Zo, to) = Xo- F(Xo). 


从 而 broo lX) 属于 模 截 线 (Xo). WRU CU 为 Zo 的 一 个 充分 小 的 邻 域 , 则 
bx) (X) E S, 这 正 是 我 们 要 证 明 的 . a 
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和 平衡 点 情形 类 似 , 闭锁 也 可 能 为 稳定 的 、 渐 近 稳 定 的 或 不 稳定 的 . 这 些 概念 
对 闭 轨 的 定义 完全 类 似 于 8.4 节 中 对 平衡 点 的 相应 情形 . 然而 , 确定 闭 轨 的 稳定 性 
则 要 比 对 平衡 点 做 相应 的 问题 要 困难 得 多 . 我 们 的 确 需 要 一 个 与 确定 大 多 数 平衡 
点 稳定 性 的 线性 化 技巧 相 类 似 的 工具 , 虽然 这 个 工具 往往 在 实际 中 非常 难 使 用 . 下 
面 来 介绍 一 个 这 样 的 工具 . 

给 定 一 个 闭 轨 Y, 有 一 个 与 之 相应 的 庞 加 莱 映 射 . 我 们 已 经 在 前 面 的 1.4 节 和 
6.2 节 中 遇 到 过 几 个 这 样 的 例子 . 在 一 个 闭锁 附近 , 这 个 映射 可 以 如 下 定义 . 取 一 
MXoey SSH Xo 处 的 一 个 局 部 截面 . 我 们 来 考虑 S 的 首次 返回 映射 . 这 就 
是 函数 P, 它 将 X € SRB P(X) = 9.(X), 其 中 上 是 满足 lX) e 5 的 最 小 正 
时 间 . 由 于 经 过 S 上 的 某 些 点 的 解 可 能 永远 也 不 返回 S, 因而 , P RETE S 上 的 
所 有 点 处 都 有 定义 . 但 是 , 我 们 一 定 有 P(Xo) = Xo, 而 且 上 一 个 命题 保证 了 已 在 
Xo 的 一 个 邻 域 上 是 有 定义 的 且 是 连续 可 微 的 . 

在 平面 系统 情形 , 一 个 局 部 截面 就 是 一 条 过 Xo 的 直线 的 子 集 , 因而 我 们 可 将 
这 时 的 局 部 截面 看 成 是 R 的 一 个 子 集 并 且 取 Xo = 0 e R. TE, 庞 加 莱 上 映射 就 是 
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一 个 将 0 映 到 0 的 实 函 数 . 如 果 |P'(0)| <1, 则 P(z) 具有 形式 P(z) = az+ 高 阶 
项 , 其 中 la| < 1. 于 是 , 对 于 0 附近 的 z，P(z) 就 比 z 更 靠近 0. 这 意味 着 , 经 过 局 
部 截面 S$ 上 的 相应 点 的 解 在 穿 过 S 一 次 后 将 变 得 更 接近 Y. 再 这 样 继续 下 去 , 我 
们 就 可 看 出 , 每 穿 过 S 一 次 都 把 解 带 得 更 加 接近 v 由 此 可 得 , Y 为 渐 近 稳定 的 . 我 
们 有 : 

命题 X= F(X) 为 一 平面 系统 , 假设 Xo 位 于 一 条 闭 轨 7 上 . 令 已 是 定义 在 
某 个 局 部 截面 上 的 Xo 的 一 个 邻 域 上 的 庞 加 莱 映 射 . 如 果 |P(Xoj| < 1, 则 7 是 渐 


近 稳 定 的 . a 
例 ”考虑 用 极 坐标 给 出 的 平面 系统 

r =r(l-r) 

9' = 


显然 , 有 一 条 位 于 单位 圆周 > = 1 上 的 闭 轨 . 在 直角 坐标 系 中 , 当初 始 条 件 为 (1,0) 
时 , 这 个 周期 解 由 (cost sint) 给 出 . 又 由 于 0 = 1, 存在 一 个 沿 正 实 轴 方 向 的 局 部 
截面 . 进一步 , 任 给 z € (0,00), yax(z,0) 也 在 正 实 轴 R+ 上 . 于 是 , 我 们 得 到 一 个 庞 
加 莱 映 射 已 : R+ Rt. 又 由 于 = = 1,y = 0 为 周期 解 的 初始 条 件 , 因而 P(1) = 1. 
为 了 验证 这 个 解 的 稳定 性 , 我 们 需要 计算 已 (1)， 

为 此 , 我 们 来 计算 从 (z,0) 出 发 的 解 . 我 们 有 6(b = t, 还 需 找 出 r(2m). 为 了 计 
算 v(t), 分 离 变 量 后 我 们 得 到 


dr 
lE: —r) = t+ ORL. 
积分 之 后 得 到 , 
r(t) = 一 一 ， 
1— zx + ret 
于 是 ， 
Plz) =r(2n) = -ze 


1 — z + zre? 
求 导 可 得 P (2m0) = 1/6, 从 而 就 有 0 < 已 (1) <1. 十 是 , AERE. 国 
机 丝 的 读者 可 能 已 经 注意 到 了 这 里 的 故事 . 为 了 确定 庞 加 莱 映 射 , 实际 上 我 
们 首先 找到 了 所 有 从 (z,0) 出 发 的 解 . 那么 , 我 们 为 什么 需要 计算 庞 加 莱 映 射 ? 不 
错 , 问 得 好 ! 的 确 , 计算 虎 加 莱 映 射 的 准确 表达 式 常常 是 非常 困难 的 , 即使 是 它 沿 
一 个 周期 轨道 的 导数 也 是 如 此 , 这 是 因为 , 实际 中 我 们 很 少 有 得 到 闭 轨 的 表达 式 
的 时 候 , 就 更 不 用 说 附近 的 解 了 . 我 们 将 看 到 , 在 建立 一 个 特定 系统 的 几何 模型 时 
( 见 第 14 章 的 洛 伦 区 系统 ), 庞 加 莱 映 射 往往 会 比较 有 用 . 在 有 些 情形 , 我 们 可 以 克 
服 这 个 困难 从 而 深入 了 解 庞 加 莱 映 射 , 例如 在 12.3 节 中 研究 范 德 波 尔 方程 时 就 是 
如 此 . 


180 第 10 章 闭 轨 和 极限 集 


10.4 平面 动力 系统 中 的 单调 序列 


令 Xo Xn ER? 为 过 Xo 的 解 曲线 上 的 不 同 点 的 有 限 或 无 限 序列 . 我 们 称 
这 个 序列 沿 这 个 解 是 单调 的 , 如 果 存 在 0 < t1 < to <…, 使 得 bs, (Xo) = Xn. 

令 Yo Yio 是 位 于 RP 中 一 线段 1 上 的 有 限 或 无 限 点 列 . 我 们 称 这 个 点 列 
在 1 上 是 单调 的 , 如 果 对 所 有 的 n> 1, 在 T 上 的 自然 序 下 ,Yn BE Y n-i A Yny 
之 间 . 

一 个 点 列 可 能 在 一 条 解 曲线 和 线段 了 的 交 上 ; 它们 可 能 沿 该 解 曲线 单调 而 沿 
线段 不 单调 , 或 者 反 过 米 ( 见 图 10.6). 但 是 , 如 果 该 线段 在 平面 上 是 一 个 局 部 截面 
这 种 情况 是 不 可 能 出 现 的 . 


图 10.6 两 个 解 穿 过 一 条 直线 . 左边 , Xo, Xi, Xo 沿 解 是 单调 的 但 沿 直线 则 不 是 . Ain, 
Xo, X1, X2 灌 解 和 直线 都 是 单调 的 


命题 “ 令 5 是 平面 微分 方程 系统 的 一 个 局 部 截面 , Yo,Y1,Y2,… 是 S 上 位 于 同 
一 解 曲线 上 的 一 列 不 同 的 点 . 如 果 该 序列 沿 这 个 解 是 单调 的 , 则 它 沿 S 也 是 单调 
的 . 
证 明 只 需 考虑 S 上 的 3 个 点 Yo,Yi,Y2 就 可 以 了 . 令 卫 是 由 这 个 解 在 Yo,Yi 
之 问 的 部 分 以 及 Yo,Y1 之 间 的 线段 了 C S 构成 的 简单 闭 曲 线 . 记 DH OAR 
的 区 域 . RIRES Yi 的 解 在 Yi 处 离开 D( 见 图 10.7; 如 果 解 进入 D, 讨论 是 
类 似 的 ). HF 了 是 局 部 截面 的 一 部 分 , 因而 解 在 工 中 的 每 个 点 都 离开 D. 

由 此 可 得 , D 的 余 集 是 正 向 不 变 的 . 这 是 因为 , 没有 解 可 以 从 T 上 的 点 进入 D; 
又 由 解 的 唯一 性 , 解 也 不 能 穿 过 连接 Yo AY. 的 解 曲 线 . 

从 而 , 对 所 有 的 t> 0, 办 (了 1) ER? 一 DD. 特别 地 , Y2 € S-T. 集合 S 一 全 为 
两 个 半 开 区 间 Io A WHI, HY; BI; G =0,1) 的 一 个 端点 . 可 以 从 ge( 六 1)( 这 
Me>O 非常 小 ) 作 一 个 不 穿 过 工 AME Y. AM, 位 于 DD 的 外 部 . 同 理 可 
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得 , Io 位 于 D 的 内 部 . 由 于 Yo 必定 在 D 的 外 部 , KY eh. 这 就 证 明了 , 在 了 
上 ,Yi 在 Yo 和 Ya 之 间 , 这 也 就 证 明了 这 个 命题 . a 


图 10.7 解 穿 过 了 离开 区 域 D 


现在 我 们 来 看 极限 点 的 一 个 重要 性 质 . . 

SH Bik, 对 一 个 平面 系统 , Y €o(X). 则 , 对 于 任何 局 部 截面 , 过 工 的 解 至 多 
穿 过 一 次 . 同样 的 结论 对 Ye o(X) 也 成 立 . 

证 明 ”为 了 得 到 矛盾 , 假设 Yi Yo But Y 的 解 上 的 两 个 不 同 的 点 , 而 且 5 是 包 
含 YYs 的 一 个 局 部 截面 ， 假设 Y & w(X) (对 aX) 的 讨论 是 类 似 的 ). 于 是 ， 
Yk €u(X), kK=12. $ 是 由 某 一 区 间 CS 所 定义 的 Yk 处 的 流 盒 ; 我 们 假 
设 Jy Fl Jo ARHAZE, 如 图 10.8 所 示 , REX 的 解 将 无 穷 次 进入 Vie, TRE FC ITF 
过 J. 于 是 就 有 一 -个 沿 过 XX 的 解 单调 的 序列 


10.8 过 天 的 解 不 可 能 无 穷 次 穿 过 Vi 和 V2 


182 第 10 章 闭 轨 和 极限 集 


a1, b1, a2, bz, a3, b3,---, 


其 中 an € Ji, bn © Jn = 1,2,…. 由 于 Ja 和 Jo RHR, 这 样 的 一 个 序列 不 可 能 
沿 S 是 单调 的 , 这 与 上 一 个 命题 的 结论 矛盾 加 


10.5 ÆJ -pia Dh ee 


在 本 节 , 我 们 证 明 关于 平面 系统 的 著名 结果 ; 
定理 ( 庞 加 莱 - AH) 假设 0 是 平面 微分 方程 系统 的 一 个 非 空 的 、 闭 的 、 有 
界 的 极限 集 , 且 它 不 包含 平衡 点 , 则 9 是 一 条 闭 轨 . 
证 明 假设 w( 关 ) 是 闭 有 界 的 , HY €u(X). (a 极限 集 的 情形 是 类 似 的 .) 我 们 先 
WEH Y 位 于 一 条 闭 轨 上 , 然后 再 证 明 这 条 闭 罗 就 是 W(X). 

由 于 Y 属于 oX), 从 10.1 节 可 知 , w(Y) 是 oX) 的 一 个 非 空子 集 令 
Z Ew(Y), Skt Z 处 的 一 个 局 部 截面 BS V 是 相应 于 S HRA. 根据 上 一 节 
的 结果 可 知 , 过 的 解 与 5 正好 交 于 一 点 ， 另 一 方面 , 存在 序列 ta — 00 使 得 
ben(Y) 一 Z; 从 而 有 无 穷 多 个 be, (Y) 属于 V. 因而 , 我 们 可 以 找到 rs e 及 使 得 
r>sH¢-(Y),¢(¥) € S. FÆ 6(Y) =4.(Y), BT Gs(Y)=Y Hr-s>0. 由 

wW(X) 不 含 平衡 点 , AY 必定 位 于 一 个 闭 轨 上 . 

剩 下 需要 证 明 , 如 果 y 是 W(X) 中 的 一 条 闭 轨 , 则 y = w(X). 为 此 , 只 需 证 明 


lim d(¢e(X), 7) = 0, 


其 中 d(be(X), 7) 为 lX) 到 集合 y HES, 也 就 是 H(X) 到 y 的 最 近 点 之 间 的 
距离, 

令 5 为 某 点 Y € 7 处 的 一 个 局 部 截面 . 4 e > 0, 考虑 相应 应 于 SRE Ve 则 
存在 序列 to <t <- 满足 

(1) $i (X) E S; 

(2) $,(X) >Y; 

(3) A(X) ZS, HB tn- <t <t,,n=1,2,- 
记 Xn = Gn (X). 根据 上 一 节 的 第 一 个 命题 , Xn 是 S 上 的 一 个 单调 序列 , Auer 
到 Y. 

我 们 断言 , 对 于 充分 大 的 n, IER tayi — tn 构成 的 集合 有 一 个 上 界 . 为 了 看 出 
这 一 点 , 假设 6-(Y) = 工 , 其 中 r > 0. 则 当 X, 充分 接近 Y 时 , 有 ér(Xn) E Ve, 
于 是 对 某 个 t€ [一 eg， 

brii(Xn) €S. 
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从 而 ， 


thai 一 如 STe. 


这 就 给 出 了 机 +1 一 tn 的 一 个 上 界 . X, 显然 如 fi -ta 至 少 是 2e 从 而 当 n — 00 BY, 
tn > œ. 

取 一 个 很 小 的 8 > 0. 根据 解 对 初始 条 件 的 连续 性 可 知 , 存在 5 > 0 使 得 如 果 
IZ—Y¥| <6 F |t| <7 +e, WW |d(Z) —O:(Y)| < B. 即 ,对 于 所 有 满足 li}<7r+e 
t, fF b:(Z) B y 的 距离 都 小 于 6. 取 no 充分 大 使 得 当 n > no 时 , [Xp — Y|<6. 
TÆ, 4 |t| <r+e An dno 时 ,有 


Ide(Xn) — O:(Y)| < £. 
WES t > tr. Rn > no 满足 


tn < t < tn+1- 


于 是 ， 
U(be(X),¥) < PX) — dre, (¥)| 
= |bt~t,(Xn) — pt- (Y )| 
< £, 
其 中 最 后 一 个 不 等 式 是 因为 长 -如 | < r+e 这 表明 对 所 有 充分 大 的 t, (X) 到 7 
的 距离 都 小 于 8. 这 就 完成 了 庞 加 莱 - 本 迪克 逊 定 理 的 证 明 . n 


A 同 宿 解 是 另 一 种 既 不 是 闭 轨 又 不 是 平衡 点 的 w 极限 集 的 例子 . 考虑 系统 


计算 表明 系统 有 3 个 平衡 点 ， (0,0), (—1,0), (1,0). 
原点 是 一 个 鞍点 , 而 其 他 两 个 平衡 点 都 是 源 点 ， 该 
系统 的 相 图 如 图 10.9 所 示 . 注意 , 原点 有 一 对 同 
宿 解 , 即 它们 从 原点 出 发 而 最 终 又 回 到 原点 ; 而 且 
远离 原点 的 解 都 趋向 于 育 集 在 原点 和 这 对 同 宿 解 
上 上; 而 从 每 个 源 点 散发 出 来 的 解 的 w 极限 集 都 只 网 109 包 极 限 集中 的 一 对 问 宿 解 
由 一 个 同 宿 解 以 及 原点 构成 . 这 些 事实 的 证 明 见 习 

题 6. a 
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10.6 庞 加 莱 - 本 迪克 还 定理 的 应 用 


庞 加 莱 - 本 迪克 逊 定理 从 本 质 上 决定 了 平面 流 的 所 有 可 能 的 极限 行为 . 我 们 
将 在 本 节 给 出 这 个 重要 定理 的 很 多 推论 . 

如 果 一 个 闭 轨 y 满足 , 存在 X g yE yC oX) Ry Ca(X), ME y 为 一 
个 极限 环 . 在 第 一 种 情形 , y 称 为 一 个 w 极限 环 ; 在 第 二 种 情形 , 7 称 为 一 个 a 极 
限 环 . 在 本 节 我 们 只 处 理 w 极限 集 的 情形 ; 通过 简单 地 将 时 间 反 向 就 可 处 理 a 极 
限 集 的 情形 . 

在 庞 加 莱 - 本 迪克 逊 定理 的 证 明 中 , 我 们 已 经 得 出 极限 环 具 有 如 下 的 性 质 : 如 
E ?7 是 一 个 w 极限 环 , 则 存在 X g 7 使 得 


jim d(¢e(X),7) =0. 


几何 上 , 这 意味 着 某 个 解 在 上 一 co 时 盘旋 地 趋 末 YY ( 见 图 10.10). 并 不 是 所 有 的 闭 
轨 都 具有 这 个 性 质 . 例如 , 如 果 一 个 线性 系统 在 R? 的 原点 是 一 个 中 心 , 则 就 没有 
fi aE ar AB HE fo Fak ATL, 从 而 它们 部 不 是 极限 环 . 

极限 环 都 具有 一 种 (至 少 是 单 边 的 ) 稳定 性 . 令 Y 为 一 个 极限 环 , 且 假设 在 
t + oo 时 , G(X) 盘旋 地 趋 于 v. 令 5 是 在 Z € YY 的 一 个 局 部 截面 . 则 存在 与 7 不 
相交 的 一 个 区 间 T C S, 它 的 两 个 端点 分 别 为 Hol X) Bu (X), 其 中 to < th, 而 且 
它 与 过 大 MIRTE to <t <t 时 没有 交点 . 见 图 10.11. 其 中 的 环形 区 域 4 的 一 个 
边界 为 Y, 另外 一 个 边界 由 了 与 曲线 


{$(X)|to <t < ti} 


Y 


图 10.10 ”一 个 解 盘 旋 地 趋向 于 一 个 极限 环 A0 区 域 4 是 正 向 不 变 的 
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的 并 构成 ; 可 见 4 以 及 B= 4 一 7 都 是 正 向 不 变 的 . 容易 看 出 , 对 于 所 有 的 €B, 
O(Y) 都 盘旋 地 趋 于 y 这 样 我 们 就 有 : 

推论 1 Oy AT w RR. 如 果 y = w(X), HX gy, MEE X 的 一 个 邻 
域 0 使 得 对 于 所 有 的 Ye O, 都 有 ?7 = oY). 换 句 话 说 就 是 , 集合 


{Ylw(Y)=7}—7 


是 开 的 . a 
回忆 一 下 , R 中 的 闭 的 有 界 子 集 称 为 紧 的 . RRE EIME- A es Be BEY 

另 一 个 推论 , 假设 K 是 一 个 正 向 不 变 的 集合 且 是 紧 的 . 如 果 X EK, W w(X) 也 必 

定位 于 K 中 . 从 而 , K 要 么 包含 一 个 平衡 点 要 么 包含 一 个 极限 环 . 

推论 2 ”一 个 正 向 不 变 或 负 向 不 变 的 紧 集 要 么 包含 一 个 极限 环 , 要 么 包含 一 个 平 

衡 点 . a 
下 面 的 结果 利用 了 极限 环 的 盘旋 性 质 . 

推论 3 Sy ARAB, 记 为 7 包围 的 开 区 域 . WU 要 么 包含 一 个 平衡 点 ， 

要 么 包含 一 个 极限 环 . 

WEAR 记 嘱 为 紧 集 MU7. 由 于 2 中 没有 解 可 以 穿 过 y, 因而 D 是 不 变 的 . Wnt U 

不 包含 极限 环 和 平衡 点 , 则 , 对 任 一 X CU, 由 庞 加 莱 - 本 迪克 逊 定 理 可 得 ， 


w(X) =a(X) = 


如 果 S 是 在 y 上 一 点 Z 处 的 局 部 截面 , 则 存在 序列 tn > 00,5, > —00 使 得 
Pta (X), bsn (X) € S HIE n — 00 Rf, 办 (X) 和 bsa (X) 都 趋 于 Z. 而 这 与 10.4 $ 
中 关于 单调 序 询 的 命题 蔬 盾 . = 
实际 上 , 这 最 后 一 个 结果 可 以 大 大 加 强 . 
推论 4 设 Y 是 一 条 闭 胃 , 其 包围 一 个 开 集 U. WU 包含 一 个 平衡 点 . 
证 明 假设 U 不 含 平衡 点 . 先 考 虑 U 中 只 有 有 限 个 闭 轨 的 情形 . 我 们 可 以 选取 一 
”条 闭 轨 使 得 它 包 围 的 区 域 面积 最 小 . 于 是 在 这 个 区 域 中 就 没有 闭 轨 或 平衡 点 , 这 
就 与 推论 3 矛盾 . 
现在 假设 UV 中 有 无 穷 多 条 闭 轨 . MX, 都 位 于 闭 轨 上 , E Xa 一 X, WX 
必定 也 位 于 闭 轨 上 . 否则 , 由 于 U 中 没有 平衡 点 , 过 OX 的 解 将 盘旋 地 赵 于 一 个 极 
限 环 . 由 推论 1, 经 过 附近 的 Xn 的 解 也 将 趋 于 这 个 极限 环 , 这 是 不 可 能 的 . 
Wvo U 中 的 由 闭 轨 所 包围 的 区 域 的 面积 的 最 大 下 界 . 设 图 为 一 列 闭 
PLE limno vn = v, 其 中 un Hon PRR SX, em. HE YUU 是 
紧 的 , 我 们 不 妨 假 设 Xn, X CU. 于 是 如 果 U 不 含 平衡 点 , WX 位 于 一 条 闭 轨 
8 上 , 且 6 所 围 区 域 的 面积 为 v 通常 的 截面 的 讨论 表明 , 4 n> oc 时 , yo 与 8 任 
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意 接近 , 从 而 在 n 和 8 之 间 的 区 域 的 面积 vn o 将 趋 于 0. 上 面 的 讨论 证 明 在 6 

内 部 没有 闭 轨 或 平衡 点 , 而 这 与 推论 3 矛盾 . a 
下 面 的 结论 以 一 种 很 微妙 的 方式 利用 了 极限 环 的 盘旋 性 质 . 

推论 5 令 五 为 平面 系统 的 一 个 首次 积分 . 如 果 H 在 任何 并 集 上 都 不 是 常数 , 则 

没有 极限 环 . 

证 明 ”假设 有 一 个 极限 环 y; 令 ce 恨 为 H 在 7 上 的 取 值 (为 常数 ). 如 果 XG) 是 

一 个 盘旋 地 趋向 Y 的 解 , 则 , 根据 H 的 连续 性 , H(X (t) = c. 在 推论 1 中 , 我 们 找 

到 了 一 个 开 集 使 得 其 上 的 所 有 的 解 都 盘旋 地 趋向 Yi 于 是 H 就 在 一 个 开 集 上 取 常 

值 . a 
最 后 , 在 9.2 节 中 发 展 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 理论 时 , 就 已 经 隐 含 了 下 面 的 结果 . 

推论 6 ”如 果 工 是 平面 系统 的 一 个 严格 李 雅 普 诺 夫 函数 , URA ARR. m 


10.7 RR: 振荡 的 化 学 反应 


在 20 世纪 的 多 数 时 间 , 化 学 家 们 相信 所 有 的 化 学 反应 都 是 单调 地 趋 于 平衡 . 
但 是 , 在 20 世纪 50 年 代 , 俄罗斯 生物 化 学 家 Belousov 发 现 了 一 个 确定 的 反应 之 
后 , 这 个 信念 就 被 打破 了 . 这 个 反应 中 包含 柠檬 酸 、 溴 酸 盐 离 子 和 硫磺 酸 , 当 它 们 
SH eH, 在 反应 趋 于 平衡 之 前 , 能 振荡 相当 长 的 时 间 . 这 种 混合 物 
变 黄 一 会 儿 , 然后 变 浅 , 再 变 黄 , 再 变 浅 , 如 此 这 样 可 以 持续 一 个 多 小 时 . 这 种 反应 ， 
现在 称 为 Belousov-Zhabotinsky 反应 (简称 BZ RM), 它 是 化 学 反应 历史 上 的 一 个 
主要 转折 点 . 现在 , 知道 许多 反应 都 会 振荡 . 有 些 反 应 甚至 会 出 现 混沌 行为 . 

一 个 特别 简单 的 这 种 化 学 反应 是 由 二 氧化 毛 - 碘 - 丙 二 酸 相 互 反应 给 出 的 . 模 
拟 这 个 反应 的 准确 的 微分 方程 是 极其 复杂 的 . 尽管 如 此 , 存在 一 个 平面 非 线 性 系统 
可 以 很 好 地 近似 其 中 两 个 反应 物 的 浓度 . 这 个 系统 就 是 


Ary 
1+ 2? 


y 
‘—h ] 一 一 一 -一 
y= (1- Ts) 


其 中 zx,y 分 别 表 示 I”, CLOT 的 浓度 , 而 a,b 是 正 参 数 . 

(1) 探索 开始 先 从 数值 计算 的 角度 研究 这 些 反应 方程 . 定性 地 , 你 能 找到 哪些 
不 同类 型 的 相 图 ? 

(2) 找 出 该 系统 的 所 有 平衡 点 . 

(3) 在 你 找到 的 平衡 点 处 将 系统 线性 化 , 并 确定 每 个 平衡 点 的 类 型 . 

(4) 在 ob 平面 上 ,简略 地 画 出 你 找到 的 渐 近 稳定 或 不 稳定 平衡 点 的 区 域 . 

(5) 确定 系统 发 生 分 岔 时 , a,b 的 取 值 . 


a’ =a-2“£- 
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(6) 利用 系统 的 零点 集 和 庞 加 莱 - AS A oe wh E ER 4 FF TE eR PR, 


a,b 的 取 值 . 为 什么 这 些 值 就 对 应 于 振荡 的 化 学 反应 ? 


在 [27] F, 可 以 看 到 有 关 这 个 反应 的 更 多 细节 . [47] 则 描述 了 BZ 反应 的 非常 


有 趣 的 历史 . [17] 引用 了 Belousov 的 原始 文章 . 


= 


习 题 


. 对 下 面 的 每 个 系统 , 确定 所 有 位 于 一 个 w 极限 集 或 a 极限 集 上 的 点 . 


(a) r =r-r?, 8 =1; (br =r? —3r24+ 27, 0? =1; 


(c) r =sinr,  =-1; (d) 2’ =sinzsiny, y'= — cos g cosy. 
. 考虑 三 维系 统 
r=r(1—-r) 
t=1 
z = z. 


计算 沿 位 于 单位 圆周 >= 1,z=0 工 的 闭 轨 的 庞 加 莱 映 射 , 并 证 明 这 个 闭 轨 是 
渐 近 稳定 的 . 


. 考虑 三 维系 统 


r'=r(1-r) 

2 一 1 

z =z. 
再 计算 该 系统 的 庞 加 莱 上 映射 . 现在 你 如 何 描述 闭 轨 附 近 的 解 行为 ? 简略 地 作 
出 这 个 系统 的 相 图 . 


. 考虑 系统 


2’ = sin z(—0.1 cos x — cosy) 


y = sin y(cos x — 0.1 cosy). 


证 明 所 有 从 源 点 (1/2, 0/2) 散发 出 来 的 解 的 w 极限 集 都 等 于 z = 0,0 Aly = 
0,r 围 成 的 正方 形 . 


- 系统 


r=ar+r—r® 


lb =1 
依赖 于 参数 a. 对 于 一 些 有 代表 性 的 a 值 确 定 其 相 平面 , 并 描述 这 个 系统 的 所 
ADB. 


t r y 
r=-y-(Z-5 +E) e-a) 
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3 y? 
Y ( 4 2 2 ) , 


(a) 找 出 所 有 的 平衡 点 . 
(b) 确定 这 些 平衡 点 的 类 型 
(c) 证 明 所 有 非 平衡 解 的 w 极限 集 都 由 一 个 鞍点 加 上 一 个 同 宿 解 或 两 个 同 
宿 解构 成 
. 设 4 为 R? 上 的 一 个 环形 区 域 , FH i 
平面 向 量 场 , 它 沿 A 的 两 条 边界 曲线 都 指 => 之 
向 4 的 内 部 . 再 假设 A 的 每 个 径 向 线段 
都 是 一 个 局 部 截面 ( 见 图 10.12). 证 明 在 <S 
4 中 有 一 个 周期 解 
8. 令 三 为 一 个 平面 向 量 场 , 仍然 考虑 上 是 
中 的 环形 区 域 4. 同 前 面 一 样 , 仍然 假设 
已 没有 平衡 点 , 且 沿 A 的 两 条 边界 曲线 
F 都 指向 4 的 内 部 . 图 10.12 Kik A 是 正 向 不 变 的 
(a) 证 明 在 4 中 存在 一 个 闭 办 (注意 , 这 
个 假设 条 件 要 比 上 一 题 的 弱 ) 
(b) 如 果 在 4 中 正好 有 7 条 闭 轨 , 证 明 有 -一 条 闭 轨 使 得 在 它 的 两 边 都 在 罗 道 
盘旋 地 趋向 它 . 
. 设 已 是 上 面 的 环形 区 域 A 的 一 个 邻 域 上 的 平面 向 量 场 . 假设 对 于 A 的 每 个 
边界 点 X, F(X) 都 是 一 个 与 边界 相 切 的 非 零 向 量 
(a) 进一步 假设 没有 平衡 点 , 是 除了 边界 圆周 外 没有 其 他 的 闭 轨 , 简略 地 作出 
A 中 所 有 可 能 的 相 图 . 要 包括 边界 上 的 解 的 行进 方向 相反 的 情形 . 
(b) 假设 边界 解 的 方向 相反 , 并 且 流 是 保 面积 的 . 证 明 4 包含 一 个 平衡 点 
10. 证 明 平面 系统 的 一 条 闭 轨 与 一 个 局 部 截面 至 多 交 于 一 点 . 
1. 证 明 一 个 有 界 的 闭 极限 集 是 连通 的 ( 即 , 不 是 两 个 互 不 相交 的 非 空间 集 的 并 ) 
12. $ X’ = F(X) 为 一 个 没有 平衡 点 的 平面 系统 . 假设 由 FERD d. 保持 面 
积 (EP, 如 果 U 为 任 一 开 集 , dlU) 的 面积 与 t 无 关 ). 证 明 每 条 解 曲线 都 是 一 
个 闭 集 
13. 设 7 是 平面 系统 的 一 条 闭 轨 , 和 y 的 周期. 设 Cn} 为 一 列 闭 轨 . 假设 %。 的 
周期 为 和. 如 果 存 在 点 XX。e yn WHE Xn X E y, 证明 An > A. (这 一 结果 
对 高 维系 统 可 能 不 成 立 . 然而 , 下 面 的 结论 成 立 , 如 果 An > u N a BEA BRE 
数 倍 . ) 
14. 考虑 R? 上 一 个 仅 有 有 限 个 平衡 点 的 系统 . 
(a) 证 明 每 个 极限 集 要 么 是 一 条 闭 轨 , 要 么 是 一 些 平衡 点 和 一 些 解 各 (天 ) 的 


~J 
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并 , 其 中 limt_.wo be (X) 和 lim-o AX) 都 是 这 些 平衡 点 . 
(b) 举例 ( 画 一 个 图 ) 说 明 (2X) 中 不 同 解 曲线 的 个 数 可 以 是 无 限 的 . 
15. 令 X 是 平面 系统 的 一 个 回复 点 , BI, 存在 序列 tn 一 二 co 使 得 


Gt, (X} > X. 


(a) 证 明 要 么 X 是 一 个 平衡 点 , BAX fe r—-RA Hl. 
(b) 举例 说 明 , 对 一 个 非 平 面 系统 , 回复 点 可 以 既 不 是 平衡 点 也 不 在 闭 轨 上 . 
16. 设 X' = F(X) 和 XX' =G(X) 为 两 个 平面 系统 . 假设 对 所 有 的 X CR’, 都 有 


F(X)- G(X) =0. 


如 果 下 有 一 条 闭 轨 , 证 明 G 有 一 个 平衡 点 . 

17. 设 7 是 平面 系统 的 一 条 闭 轨 , Uy 内 部 的 有 界 开 区 域 . 证 明 y 不 能 同时 是 
U 中 点 的 w RRR U 中 点 的 a 极限 集 . 利用 这 个 事实 以 及 庞 加 莱 - 本 迪 
克 示 定理 证 明 U 包含 一 个 非 鞍 点 的 平衡 点 . (提示 : 考虑 鞍点 的 稳定 曲线 和 不 
稳定 曲线 上 的 点 的 极限 集 . ) 
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在 本 章 , 我 们 利用 前 几 章 发 展 的 技巧 来 考察 一 些 非 线性 系统 , 这 些 系 统 已 经 被 
广泛 地 用 作 各 种 生物 系统 的 数学 模型 . 在 11.1 节 中 , 我 们 利用 前 面 关于 零点 集 和 
线性 化 的 结果 来 描述 有 关 传 染病 扩散 的 几 个 生物 模型 . 在 11.2 节 , 我 们 研究 模拟 
捕食 者 / 猜 物 的 生态 学 的 最 简单 的 方程 , 在 11.3 节 , 我 们 用 复杂 一 点 的 方法 来 研究 
一 对 竞争 物种 的 数量 . 我 们 将 仅 对 这 些 形式 的 方程 作 定性 的 假设 , 而 不 是 发 展 它 
们 的 显 式 表达 式 . 然后 在 这 些 假设 条 件 的 基础 上 , 我 们 得 到 这 类 系统 的 解 行为 的 
几何 信息 . i 


11.1 ff %4 病 


BRE, ERRE RIR ERE A FARA ED ER EEL. 这 
种 类 型 的 最 简单 的 模型 是 SIR 模型 . 这 里 , 我 们 将 一 个 给 定 的 种 群 分 成 3 个 不 相 
交 的 组 . 易 感 种 群 记 为 5, 已 感 种 群 记 为 7, 已 愈 种 群 记 为 R. 通常 , 这 每 一 个 都 是 
时 间 的 函数 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 假设 种 群 总 重 是 常数 , 于 是 (5 + 了 + RY = 0. 

在 最 基本 的 情形 , 我 们 假设 , 一 个 个 体 被 感染 而 随后 又 痊愈 后 就 不 会 再 被 感 
染 . 像 麻疹 、 肋 腺 炎 、 天 花 以 及 许多 其 他 疾病 都 属于 这 种 情形 . 我 们 还 假设 疾病 传 
播 速度 正比 于 易 感 个 体 和 已 感 个 体 的 接触 次 数 . 数学 上 描述 这 个 假设 的 最 简单 的 
方法 就 是 令 S = — AST, 其 中 8 > 0 为 一 个 常数 . 我 们 最 后 假设 已 感 个 体 的 治愈 束 
度 正比 于 已 被 感染 的 数量 . 于 是 SIR 模型 就 是 


S’ = -BSI 
I =8SI -vI 
R' =v], 


其 中 6,v 为 正 参数 . 
根据 约定 , 我 人 有 (S+I+ RY =0, 从 而 S++ RATER MERI 
ET S(t),7(t), 我 们 就 自动 地 得 到 了 RO), 这 样 就 简化 了 系统 ， 从 而 , 我 们 只 需 考 
虑 二 维系 统 
S’ = 一 CST 
I = SI —- vl. 
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S 轴 (1 = 0) 上 的 所 有 点 都 是 系统 的 平衡 点 . 在 (5,0) 处 线性 化 就 得 到 矩阵 


0 -8S 
0 BS-v]}’ 


从 而 特征 值 就 是 0,65 — v. 第 二 个 特征 值 在 0 < 8 < z/6 时 为 负 , 在 > v/8 时 为 
正 . 

5 零点 集 为 9 轴 和 / 轴 . 在 了 轴 上 , 我 们 有 = -v1 从 而 解 沿 这 条 直线 简单 
WATRS 了 零点 集 为 了 = 0 和 坚 直线 5 = v/6. 于 是 , 我 们 就 得 到 零点 集 的 图 
像 , 如 图 11.1 所 示 . 从 图 中 可 以 看 出 , 任 给 初始 条 件 (So, To), 如 果 So > v/B, To > 0, 
则 易 感 个 体 的 数量 单调 减少 , 而 已 感 个 体 的 数 甚 最初 先 上 升 , 但 在 达到 一 个 极 大 值 
后 将 减少 到 0. 

事实 上 , 我 们 可 以 从 分 析 上 证 明 这 件 事 , 这 是 因为 ，/ S=wB 
我 们 可 以 算出 一 个 沿 解 曲线 取 常 值 的 函数 . 注意 , 这 个 、 

向 基 场 的 斜率 只 是 5 的 函数 ， x 


T _ BSI 一 DT 四 v 
s= pst tas vA N 
于 是 我 们 有 / ~ 
dr _ dr/di Or 
ds asy t BS” s 
积分 后 就 可 得 出 KIILI SUR 模型 的 零点 集 
T= 1(S) = -5S+ gins + Wi. 和 方向 场 


从 而 函数 了 + 5 一 v/BIn5 沿 解 曲 线 为 常数 . 由 此 可 得 , 对 于 区 间 /6 < 8 < cc 中 
的 每 个 平衡 点 , 存在 唯一 的 解 曲线 将 它 连接 到 区 间 0 < S < v/8 中 的 某 个 平衡 点 
( 见 图 11.2). 


NANS 


图 11.2 SIR 系统 的 相 图 
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如 果 我 们 假设 痊愈 的 个 体 可 能 会 失去 免疫 力 而 再 次 感染 这 种 疾病 , 这 就 产生 
了 一 个 复杂 一 点 的 传染 病 模型 . 这 种 类 型 的 疾病 包括 定 疾 、 肺 结核 等 . RITE 
MALE) S 类 的 速度 正比 于 痊愈 个 体 的 数量 . 这 就 导致 SIRS 模型 (其 中 多 出 来 
的 $ 表示 痊愈 个 体 可 能 再 次 进入 易 感 群体 ). 此 时 系统 变 成 


S’=—GSI+uR 
I’=BSI-viI 
R =v] — uR. 


我 们 发 现 种 群 总 量 S+T+ 瓦 依然 是 一 个 常数 , HERA Tr. o R=r-S- I], 
在 这 个 系统 中 消去 RRB: 


S' = -BST + p(r -S- 1D) 
I’ = BS1- vl. 


这 里 8,j,v,7 部 是 正 参 数 . 

与 SIR 模型 不 同 , 现在 我 们 至 多 只 有 两 个 平衡 点 , 一 个 在 (7,0), 另 一 个 在 

«ye v p(t —v/8) 
en- (3A), 
第 一 个 平衡 点 对 应 于 种 群 中 没有 疾病 发 生 . 只 有 当 r > v/8 时 , 才 会 出 现 第 二 个 
平衡 点 . 当 7 = zw/6 时 , 两 个 平衡 点 在 (7,0) BS, 从 而 出 现 分 贫 . v/B 称 为 这 种 疾 
JH RE. 
y'= (o ye) Y. 
BI BS-v 

在 平衡 点 (7,0) 处 , 两 个 特征 值 为 -u Br —v, AT MPR RLAR, 这 个 平衡 
点 是 一 个 鞍点 . 在 第 一 个 平衡 点 处 , 直接 的 计算 表明 , 矩阵 的 迹 为 负 , 而 它 的 行列 
式 为 正 . 从 而 由 第 4 章 的 结果 可 知 , 两 个 特征 值 都 有 负 的 实 部 , 因而 这 个 平衡 点 是 
渐 近 稳定 的 . 生物 学 上 这 意味 着 只 有 当 种 群 数量 超过 阔 值 时 , 这 种 疾病 才 可 能 在 这 
种 生物 群落 中 形成 . 在 后 面 , 我 们 将 只 考虑 这 种 情形 . 

注意 , SIRS 系统 有 趣 的 区 域 只 出 现在 IS SOA 5+Ig 7 上 . 记 这 个 三 角形 
区 域 为 A( 这 是 当然 0). 注意 此 时 I 轴 不 再 是 不 变 的 , 而 在 S 轴 上 , 解 将 递增 地 趋 于 
平衡 点 (7,0). 
命题 Kik A 是 正 向 不 变 的 . 
证 明 ”我们 来 检查 向 量 场 沿 A 边界 的 方向 . 沿 下 面 的 边 1 = 0, 向 量 场 与 边界 相 切 ， 
在 (0,7) Sh, 向 量 场 与 竖 直 方向 的 边 相 切 . 沿 5= 0, 我 们 有 S = pr 一 站 > 0, 从 而 在 
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0 <T<z 时, 向 晤 场 指向 内 部 . 沿 斜 边 , 如 果 0 < S < v/b, RIVA S = -BSI <0 
HI’ =1(6S —v) <0, 从 而 向 量 场 指向 内 部 . 当 w/8 < 8 < > 时 , 我 们 有 


I’ v 
-1< z =-1+ zg <0, 
从 而 向 基 场 也 是 指向 内 部 的 . 这 就 完成 了 证 明 . a 
5 SIR 模型 一 样 , 此 时 的 /零点 集 由 =0 和 5 = /9 给 出 . 5 零点 集 为 函数 
_ wr — 5) 
I=1(8)= "= 


的 图 像 . 学 过 微 积 分 的 学 生前 可 以 算出 ,在 0<S<T 时, (S) <0, I”(S)>0. 从 
而 这 个 零点 集 是 一 个 经 过 (7,0) 和 (0,7), 单调 下 降 旦 下 四 的 函数 的 图 像 , 如 图 11.3 
所 示 . 注意 , 从 这 个 相 图 中 可 以 看 到 , 所 有 的 解 都 趋 于 平衡 点 (5*,1"); 而 感染 个 体 
与 易 感 个 体 的 比例 趋 十 一 个 “稳定 的 状态 ”. 然而 , 为 了 证 明 这 点 , 对 于 一 组 给 定 
的 参数 8,4,v,7, 还 需要 说 明 不 会 出 现 包 围 这 个 平衡 点 的 闭 轨 . 


W113 SIRS AREA 中 的 零点 集 和 相 图 . 这 里 B=v=4=1,7=2 
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下 面 我 们 考虑 一 对 种 群 , 其 中 一 个 由 捕食 者 构成 , 它们 的 数量 记 为 y, 另外 一 
种 是 它们 的 猎物 , 数量 为 r 我 们 假设 这 种 猎物 就 是 捕食 者 的 全 部 食物 . 我 们 还 假 
设 , 在 没有 捕食 者 时 , 猎物 数量 的 增长 速度 正比 于 当前 的 猎物 数量 . 即 , 在 y = 0 时 ， 
与 第 1 章 一 样 , 我 们 有 r = ar, 其 中 a > 0. 从 而 在 这 种 情形 x(t) = xo exp(at). 当 
捕食 者 出 现 后 , 我 们 假设 猎物 数量 的 减少 速度 正比 于 捕食 者 /猎物 相遇 的 次 数 . 与 
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上 节 一 样 , 这 种 描述 的 一 个 简单 模型 就 是 bry, 其 中 5b > 0. 从 而 猎物 数量 的 微分 方 
程 就 是 z' = az — bry. 

对 于 捕食 者 的 数量 , 我 们 作 的 假设 或 多 或 少 是 相反 的 . 在 没有 猎物 时 , 捕食 者 
数 其 的 减少 速度 正比 于 当前 的 数量 也 就 是 , 在 x = 0 时 , 我 们 有 y = 一 cy, 其 中 
c > 0, 于 是 y(t) = yoexp(—ct). 在 这 种 情形 , 捕食 者 种 群 将 灭绝 ， 当 环境 中 有 猎物 
时 , 我 们 假设 捕食 者 数量 的 增长 速度 正比 于 捕食 者 /猎物 相遇 的 次 数 , 也 就 是 dry. 
此 时 , 我 们 对 过 度 拥挤 时 不 作 任 何 假设 . 于 是 , 我 们 就 得 到 简化 的 捕食 者 /猎物 系统 
(也 称 为 Volterra-Lotka 系统 ) 


x’ = az — bry = x(a — by) 
y' = —cy + dry = y(-c + dz), 


其 中 参数 ob cd 都 假设 是 正 的 . 巾 于 现在 考虑 的 是 种 群 数 其 , 我 们 只 关心 rz,y > 0. 
与 通常 一 样 , 第 一 步 工作 是 确定 平衡 点 的 位 置 . 此 时 的 平衡 点 出 现在 原点 和 
(2,y) = (c/d,a/b). 线性 化 系统 为 


x —br )x 

dy -c+dz 
于 是 , 当 x = y = 0 时 , 我 们 得 到 一 个 特征 值 为 a 和 e 的 鞍点 . 而 且 我 们 知道 它 的 
稳定 曲线 和 不 稳定 曲线 分 别 就 是 y 轴 和 z 轴 . 

在 另 一 个 平衡 点 (c/q,a/6) 处 , 特征 值 是 纯 虚 数 二 iVac, 因而 此 时 关于 平衡 点 
的 稳定 性 , 我 们 不 能 得 出 任何 结论 . 

下 面 我 们 再 简略 地 作出 该 系统 的 零点 集 , 其 z 零点 集 由 直线 z=0 和 y=a/b 
给 出 , 而 其 y 零点 集 为 y = 0 和 z = c/d， 非 零 的 零点 集中 的 两 条 直线 将 区 域 
x,y > 0 分 成 4 个 基本 区 域 , 其 中 的 向 量 场 的 指向 如 图 11.4 所 示 . 于 是 , 解围 着 平 
衡 点 反 时 针 方 向 缠绕 . 

从 这 点 , 我 们 还 是 不 能 确定 解 的 准确 行为 : 它们 可 
能 盘旋 地 进入 平衡 点 , 可 能 盘旋 地 趋向 一 个 极限 环 , 可 
能 顺 着 坐标 轴 盘 旋 地 趋向 “无 穷 ”, 也 有 可 能 位 于 闭 轨 
E. 为 了 作出 判定 , 我 们 来 寻找 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 L. 
利用 分 离 变量 的 技巧 , 我 们 来 寻找 一 个 如 下 形式 的 函数 


L(z,y) = F(z) + Gy). 


图 11.4 捕食 者 /猎物 系统 . 
的 零点 集 和 方向 场 ”回忆 一 下 , 上 代表 工 沿 解 对 时 间 的 导数 . 我 们 来 作 计算 
F dG , 


EA = Er + Sy. 
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Te dF dG 
L(a,y) = ra (a — by) + Yay E + dz). 


如 果 
rdF/dr _ ydG/dy 
dr—c  by-a’ 


则 我 们 就 可 得 出 二 三 0. 由 于 zx,y 为 独立 的 变量 , 上 式 成 立 当 且 仅 当 


zdF/dz _ ydG/dy _ 
dr-e  by-a = 常数 


令 这 个 常数 为 1, 我 们 得 到 


积分 之 后 , 我 们 就 找到 
F(x) = dz — clnz, 
G(y) = by — alny. 


从 而 当 z,y > 0 时 , 函数 
L(z,y) = dz — cing + by—alny 


沿 该 系统 的 解 曲 线 为 常数 . 

通过 考察 OL/Ax, OL/dy HAS, 容易 看 出 平衡 点 Z = (c/d,a/b) 是 上 的 一 个 
严格 极 小 值 . 由 此 可 得 L( 或 , 更 严格 地 说 , L- LZ) 就 是 该 系统 的 一 个 李 雅 普 诺 
夫 函 数 . 从 而 , Z 是 一 个 稳定 的 平衡 点 . 

然后 我 们 注意 到 该 系统 没有 极限 环 ; 这 是 因为 L 在 任何 开 集 上 都 不 是 常数 ， 
从 而 由 10.6 节 中 的 推论 5 立 得 . 现在 我 们 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 ”捕食 者 /猎物 系统 的 每 个 解 都 是 闭 轨 (平衡 点 2 和 坐标 铀 除外 ). 
证 明 考虑 过 Wz2 的 解 ,其 中 W 不 在 z 轴 或 y 轴 上 . 这 个 解围 着 2 点 盘旋 , H 
无 穷 次 穿 过 每 个 零点 集 . 从 而 有 一 个 双边 无 穷 序 列 … <t < to < ti <…, 使 得 
pe (W) 位 于 直线 z = c/d E, H% n — too 时 , tn 一 too. 如 果 W 不 在 闭 轨 上 ， 
像 上 一 章 一 样 的 讨论 可 以 得 出 , 点 列 be, (W) 沿 直线 = c/d 是 单调 的 . 由 于 没有 
BERS, 因而 要 么 在 n 一 ce 时 , ge (W) 一 Z, BATE n — 一 co 时 , (W) > Z. 
由 于 工 沿 过 三 的 解 为 常数 , 这 就 蕴涵 LW) = L(2). 但 这 与 (2) 的 严格 极 小 性 
了 矛盾. 这 就 完成 了 证 明 . B 
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捕食 者 /猎物 系统 的 相 图 如 图 11.5 所 示 . 我 们 得 出 , 对 于 任意 给 定 的 初始 条 件 
(z(0), y(0)), z(0) 4 0,y(0) 40, HA Z, 捕食 者 和 猎物 的 数量 是 循环 振荡 的 . 无 
论 捕食 者 和 猎物 系统 的 数量 是 多 少 , 都 没有 种 群 会 灭绝 , 也 没有 种 群 的 数 基 会 无 限 
制 地 增长 . 


图 11.5 捕食 者 /猎物 系统 的 零点 集 和 相 图 
现在 我 们 在 猎物 方程 中 引入 过 度 拥挤 . 与 第 1 章 的 合理 模型 一 样 , 在 没有 捕 
食 者 时 , 猎物 方程 可 以 写成 
x’ = az 一 MA?. 
我 们 还 假设 在 r = 0 时 , 捕食 者 数 其 服从 一 个 类 似 的 方程 
y=- — py”. 
将 上 面 的 假设 考虑 进来 后 就 得 到 种 群 具 有 极限 增长 时 的 捕食 者 /猎物 方程 ; 


x’ = x(a — by — Ax) 


/ 


y = y(—c+ dz — py). 


像 以 前 一 样 , BR a,b,c,d, à u 都 是 正 的 . 4 y = 0 时 , 我 们 得 到 合理 方程 w = 
z(a — àz), 从 而 得 到 位 于 原点 和 (c/X,0) 的 平衡 点 . 在 第 1 章 我 们 已 经 看 到 , > 轴 
上 的 所 有 非 零 解 都 趋 于 a/ 入 . 

Sc = 0 时 ,关于 y 的 方程 为 y = -cy— py. BFM y > Ot, y > 0, A 
而 这 个 轴 上 的 所 有 解 都 趋 于 原点 . 于 是 , 我 们 将 注意 力 限制 在 第 一 象限 @, 也 就 是 
z,y > 0. 


零点 集 由 z HH, y 轴 以 及 直线 


_L: a—by—Ax =0, 
M: -c+dz—- py =0 
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构成 . WER LA M, 我 们 分 别 有 z = 0 和 = 0. 根据 这 两 条 直线 在 @ 中 相交 
与 否 , 我 们 将 讨论 分 成 两 种 情况 . 

我 们 首先 考虑 这 两 条 直线 在 @ 中 不 相交 的 情形 . 此 时 , 零点 集 的 图 像 如 图 11.6 
所 示 . 所 有 在 M 布 方 的 解 都 向 左上 方 前 进 直到 碰 到 M; 在 两 条 直线 L,M 之 间 的 
解 向 左下 方 前 进 . 于 是 , 它们 要 么 碰 到 L, 要么 直接 趋 于 平衡 点 (a/X,0). 如 果 解 穿 
it L, 它们 将 向 右 下 方 前 进 , 但 它们 不 会 再 次 穿 过 工 . 从 而 它们 也 趋 于 (a/X,0). 于 
是 @ 中 所 有 的 解 都 趋 于 这 个 平衡 点 . 我 们 就 得 出 , 在 这 种 情形 , 捕食 者 的 种 群 将 逐 
渐 灭 绝 , 而 猎物 的 数量 则 趋 于 其 极限 值 oa/ 入. 


图 11.6 具有 极限 增长 时 的 捕食 者 / 猜 物 系统 的 零点 集 和 相 图 ， 
零点 集 在 Q 中 不 相交 的 情形 


我 们 可 对 零点 集 附 近 的 解 行为 作 如 下 解释 . 由 十 y 不 可 能 同时 为 正 , 因而 
捕食 者 和 猎物 不 可 能 同时 增长 . 如 果 猎 物 数量 超过 其 极限 值 , 它 就 必须 减少 . 一 段 
时 间 后 , 猎物 的 减少 将 会 使 得 捕食 者 数量 开始 减少 ( 当 解 穿 过 M), 过 了 这 个 点 后 ， 
猎物 的 数量 就 再 也 不 能 超过 a/, 从 而 捕食 者 的 数量 继续 威 少 . 如 果 解 穿 过 L, JA 
物 的 数量 再 次 增长 ( 但 不 超过 a/ 入 ), 于 是 捕食 者 继续 死亡 . 在 极限 情形 , 捕食 者 消 
K, 而 猎物 的 数量 稳定 在 0/2. 

现在 假设 二 和 M 在 @ 中 有 一 个 交点 Z = (x0, 40); 当然 2 是 一 个 平衡 点 . 向 
基 场 在 2 处 的 线性 化 为 

x= ( 一 XZ0 —bzro ) x. 
dyo —}HYo 


其 中 的 矩阵 的 迹 为 -和 zo 一 jyo < 0, 行列 式 为 (bd+ 和 Ap)zoyo > 0. 从 第 4 章 的 迹 - 行 
列 式 平面 可 知 , Z 的 两 个 特征 值 要 么 都 是 负 的 , 要 么 部 是 具有 负 实 部 的 复数 . 从 而 
Z 是 渐 近 稳定 的 . 
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注意 , 除了 位 于 Z 和 (0,0) 处 的 平衡 点 外 , 在 (a/A,0) 处 还 有 一 个 平衡 点 . 利 
用 线性 化 可 以 证 明 这 个 平衡 点 是 一 个 较 点 ; 它 的 稳定 曲线 位 于 s 轴 上 . 见 图 11.7. 


图 11.7 ”具有 极限 增长 时 的 捕食 者 /猎物 系统 的 零点 集 和 相 图 ， 
FERRE @ 中 相交 的 情形 


确定 Z 的 吸引 盆 并 不 容易 , 而 且 我 们 也 不 知道 是 否 有 极限 环 . 不 过 我 们 还 是 
能 得 到 某 些 信息 . 直线 了 与 了 轴 交 于 (a/X,0), 而 与 y 轴 交 于 (0,a/b). 令 T 为 一 个 
矩形 , 它 的 四 个 顶点 分 别 位 于 (0,0), (p,0), (0,9), (p,q), 其 中 p > a/d,q > a/b, 而 且 
点 (p,9) 位 于 直线 M 上 . AT 的 边界 点 出 发 的 每 个 解 要 么 进入 T, 要 么 是 边界 的 _ 
一 部 分 . AT T 是 正 向 不 变 的 . O 中 的 每 个 点 都 包含 在 一 个 这 样 的 矩形 中 . 

根据 庞 加 莱 - 本 迪克 逊 定理 , 中 任 一 点 (z,y)(z,y > 0) 的 w 极限 集 必定 是 
PRR, 或 者 必定 包含 三 个 平衡 点 (0,0), Z, (ao/X,0) 中 的 一 个 . 注意 到 平衡 点 
(0,0) 和 (a/ 和 ,0) BEB, 它们 的 稳定 曲线 分 别 位 于 z 轴 和 y 轴 上 , 因而 我 们 可 
以 排除 这 两 个 平衡 点 . 从 而 w(z,y) 要 么 是 Z, 要 么 是 工 中 的 一 个 极限 环 . 由 庞 加 
莱 - 本 迪克 到 定理 的 推论 4, 任何 极限 环 必定 包围 Z. 

我 们 进一步 观察 到 任何 这 样 的 矩形 都 包含 所 有 的 极限 环 , 这 是 因为 一 个 极 
限 环 ( 像 任何 解 一 样 ) 一 定 进入 T, 而 且 T 是 正 向 不 变 的 . 如 上 固定 (pq), 于 是 , 对 
任何 的 初始 条 件 (z(0),y(0)), 存在 to > 0, 使 得 当 上 > to 时, x(t) <p, y(t) < q. 我 们 
得 出 , 最 后 , 解 要 么 趋 于 Z, 要么 盘旋 地 趋向 一 个 极限 环 . 

从 实用 的 观点 看 , 某 个 时 间 后 , 趋 于 2 的 解 和 Z 就 无 法 区 分 . 同样 , 趋 于 极限 
环 Y 的 解 与 Y 充分 接近 时 就 与 Y 相同 . 我 们 得 出 , 服从 这 些微 分 方程 的 捕食 者 和 
猎物 的 数量 要 么 稳定 到 一 个 常数 , 要 么 稳定 到 一 个 周期 变化 的 量 . 而 且 , 无 论 初始 
的 物种 数量 是 多 少 , 最 后 的 物种 数 景 都 不 会 超过 确定 的 上 界 . 


11.3 竞争 物种 
现在 我 们 考虑 两 个 物种 竞争 同一 种 食物 . 我 们 将 不 分 析 特 定 的 方程, MER 
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取 一 种 不 同 的 方法 : 考虑 一 大 类 的 方程 , 而 只 假设 很 少 的 定性 特征 . 之 所 以 采用 
这 种 方法 是 由 于 , 特定 的 方程 可 能 很 难 分 析 , 而 且 用 这 种 方法 可 以 得 到 相当 的 一 般 
性 , 而 丢失 的 东西 又 很 少 . 
记 zx,y 为 两 个 物种 的 数量 . 描述 两 个 物种 数量 增长 的 方程 可 以 写成 如 下 的 形 
R: 
a’ = M(x,Y)Y, 
y’ = N(z,y)y; 


其 中 增长 率 M,N 同时 是 两 个 变量 的 函数 . 我 们 照常 假设 x,y 是 非 负 的 . 从 而 , z 
零点 集 由 z = 0 和 M(z,y) =-0 8th, y 零点 集 由 y = 0 和 N(z,y) = 0 给 出 我 们 
对 M 和 NN 作 下 面 的 一 些 假设 : 
(1) 由 于 两 个 物种 竞争 同一 资源 ， 当 其 中 一 个 物种 的 数量 增加 时 , 另 一 个 物种 
的 增长 率 就 会 下 降 . 于 是 ， 
OM ON 
Oy <0 H an <0. 
(2) 如 果 其 中 一 个 物种 量 非 常 大 , 则 两 个 物种 的 数量 都 减少 . 从 而 存在 天 >0 
(81924 z > K Ry > K A, 


M(z,y)<0 H N(z,y) <0. 


(3) 当 其 中 一 个 物种 不 出 现时 , 另 一 个 物种 在 某 个 数量 之 前 有 正 的 增长 率 , 而 
之 后 的 增长 率 为 负 . 从 而 , 存在 常数 a,b > 0 使 得 


X y<akt, M(x,0)>0, BH 当 z>a 时 ，M(z,0) <0, 
X y<bkt, N(0,y)>0, BH 4y>bit, N(0,y) <0. 


由 条 件 (1) 和 条 件 (3), 在 0 < z < a 时 , 每 条 竖 直线 {c}xR SRA u = M-70) 
正好 相交 一 次 , 而 在 > > a 时 , 它们 根本 不 相交 . 由 条 件 (1) 和 隐 函 数 定理 , 存在 非 
TBR f : [0,a] 一 R, 广 !(0) = HB u 为 的 图 像 . 在 曲线 u 的 下 方 , M 为 正 ， 
在 的 上 方 , M 为 负 . 用 同样 的 方式 可 得 , 集合 v = N0) 是 一 条 形 如 


{(z, y)|z = g(y)} 


的 光滑 曲线 , 其 中 9 : [0,0] > R 是 一 个 非 负 函 数 , 且 g7 (0) = b. 在 的 左边 , 函数 
N WIE, 而 在 wv 的 右边 , 为 负 . 

先 假设 u,v 不 相交 , He 在 v 的 下 方 . 此 时 系统 的 相 图 可 以 通过 它 的 零点 集 
立刻 确定 . 平衡 点 为 (0,0), (2,0), (0,0). 位 于 原点 的 平衡 点 是 一 个 源 点 , 而 (2,0) 是 
一 个 鞍点 (假设 (8M/8z)(a,0) < 0). 位 于 (0,6) 的 平衡 点 是 一 个 汇 点 [再 次 假设 
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(ON/Oy)(0, 6) < 0]. BRT z 轴 上 的 解 外 , 换 句 话说 , 当 yo > 0 时 , 所 有 从 (20, yo) 出 
发 的 解 都 趋 于 渐 近 稳定 的 平衡 点 (0,5)( 见 图 11.8). 在 u 位 于 > 上 方 的 情形 , 情况 
正好 反 过 来 : 满足 zo > 0 的 所 有 解 都 趋 于 汇 点 , 不 过 此 时 汇 点 出 现在 (a,0). 


a 


图 11.8 4 Aly 不 相交 时 的 相 图 


现在 假设 u Al v 相交 . 我 们 假设 , wv 是 一 个 有 限 集 , 而 且 在 每 个 交点 处 , 1 
和 v 都 是 横 截 地 交叉 , BY, 在 这 些 交点 处 , 它们 有 不 同 的 切线 . 这 个 假设 可 以 去 掉 ; 
我 们 作 这 个 假设 只 是 为 了 简化 确定 这 个 流 的 过 程 . 

FAR jv 以 及 两 个 坐标 轴 在 第 一 象限 中 国 成 了 有 限 个 连通 的 开 集 : 这 些 就 
是 该 系统 的 基本 区 域 , 在 这 些 区 域 中 , s 0y 40. 它们 可 以 分 成 四 种 类 型 ; 


A: zxz>0,y>0, B: 2 <0,7'>0, 


C: 2 <0, y' <0, D: z >0, y <0. 


换 句 话说 , 在 这 四 种 区 域 中 , 向 其 场 分 别 指向 东北 、 西 北 、 西南 、 东 南 . 一 些 这 种 区 
域 如 图 11.9 所 示 . 基本 区 域 的 边界 OR 由 以 下 几 类 点 构成 : Anz 中 的 点 , 称 为 
顶点 ; 位 于 / Ry 上 的 点 , 但 不 同时 在 它们 上 面 , 而 且 也 不 在 坐标 轴 上 , 称 为 正常 
边界 点 ; 以 及 坐标 轴 上 的 点 . 

一 个 顶点 就 是 一 个 平衡 点 ; 其 他 的 平衡 点 位 于 坐标 轴 上 的 (0, 0), (a, 0), (0, b). 
在 一 正常 边界 点 Z EIR, 向 基 场 要 么 是 竖 直 的 (如 果 Z e u), 要么 是 水 平 的 (如 果 
Zev) 因为 4 没有 竖 直 切线 , 而 v 没有 水 平 切线 , 所 以 向 量 场 要 么 指向 RA 
部 , 要 么 指向 R 的 外 部 . 我 们 将 2 相应 地 称 为 OR 的 向 内 的 点 或 向 外 的 点 . TER, 
在 图 11.9 F, 在 一 个 基本 区 域 的 所 有 正常 边界 点 , 向 景 场 要 么 全 部 指向 内 部 , BA 
全 部 指向 外 部 . 这 不 是 偶然 的 , 因为 我 们 有 : 
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命题 ” 设 了 是 竞争 物种 模型 的 一 个 基本 区 域 . 则 RR 的 正常 边界 点 要 么 全 是 向 内 
的 , 要 么 全 是 向 外 的 . 


图 11.9 当 人 和 >z 相交 时 的 基本 区 域 


证 明 ”曲线 上 和 > 在 一 个 顶点 P 处 相交 的 方式 只 有 两 种 可 能 . 当 y 沿 曲线 ” 增 
加 时 , > 要 么 是 从 u 的 下 方 穿 到 上 方 , 要 么 是 从 4 的 上 方 穿 到 下 方 . 这 两 种 模式 分 
别 如 图 11.10 中 的 (a), (b) 所 示 . 因为 我 们 已 经 假设 两 条 曲线 模 截 相交 , 从 而 没有 
其 他 的 可 能 . 


X i S 4 
y 
Vv 
(a) (b) 


图 11.10 在 (a) P, 24 y 增加 时 ,v 从 4 的 下 方 穿 到 上 方 . 在 (b) 中 情况 正好 倒 过 来 


由 于 在 4 的 下 方 z >0, 在 4 的 上 方 z'<0; 且 在 v 的 左边 y >0, 在 v 的 右 
边 y < 0, 因而 在 这 两 种 情形 , 向 量 场 的 结构 如 图 11.11 所 示 . 

在 每 种 情形 , 在 关于 P 相对 的 两 个 基本 区 域 中 , 向 量 场 指向 内 部 ， 而 在 另外 两 
个 相对 的 基本 区 域 中 , 向 量 场 指向 外 部 . 

MERRE u 或 v 移动 到 这 个 基本 区 域 的 下 一 个 顶点 , 我 们 看 到 , EAD 
的 两 个 基本 区 域 中 , 向 量 场 保持 指向 内 部 或 指向 外 部 的 结构 . 于 是 , 在 每 个 基本 区 
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域 的 所 有 正常 边界 点 处 ， 向 量 场 要 么 都 指向 外 部 , 要 么 都 指向 内 部 ， 这 正 是 我 们 要 
证 的 . B 


图 11.11 在 顶点 附近 的 向 量 场 结构 


由 这 个 命题 可 以 推出 ， 每 个 基本 区 域 和 它 的 闭 包 要 么 是 正 向 不 变 的 ， 要 么 是 负 
向 不 变 的 . 这 个 系统 的 w 极限 点 可 能 是 什么 呢 ? 我 们 断言 : PAA. 如 果 有 的 话 ， 
一 条 闭 轨 必定 包含 在 一 个 基本 区 域 中 : 但 沿 任何 解 曲线 , z(t), y(t) 在 一 个 基本 区 域 
中 都 是 单调 的 , 因而 不 可 能 有 闭 轨 . 从 而 所 有 的 w 极限 点 都 是 平衡 点 . 

我 们 还 注意 到 , 每 个 解 对 所 有 的 t > 0 都 有 定义 . 这 是 因为 每 个 点 都 位 于 一 个 
KAGE r H, r 的 四 个 顶点 为 (0,0)， (zo,0), (0, yo), (z0, y0), 其 中 zo > a, yo > b; 而 
这 样 的 一 个 矩形 是 正 向 不 变 的 ( 见 图 11.12). 于 是 我 们 就 证 明了 ， 
定理 竞争 物种 系统 的 流 o 具有 如 下 的 性 质 : 对 所 有 的 点 (z,y), 其 中 z > 0,y > 0， 
极限 


jim, ¢:(x,y) 
一 Co 


存在 , 且 为 系统 的 有 限 个 平衡 点 之 一 E 


图 11.12 所 有 的 解 一 定 进入 工 , 然后 始终 辟 留 在 中 


这 样 , 我 们 就 得 出 ， 两 个 竞争 物种 的 数量 总 是 趋 于 有 限 的 极限 物种 量 之 一 -. 
为 了 考察 这 些 平衡 点 的 稳定 性 , 我 们 可 以 找 出 如 下 的 结果 .如 果 Lv 在 某 个 
顶点 处 的 斜率 都 是 负 的 , 日 4 更 陡 些 , 则 这 个 顶点 是 渐 近 稳定 的 ( 见 图 11.13). 为 
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了 看 出 这 一 点 , 我 们 作 一 个 包围 该 平衡 点 的 小 矩形 , 使 得 矩形 的 四 边 都 平行 于 坐标 
铀 , 而 且 在 4 个 邻接 的 基本 区 域 中 各 有 和 撼 形 的 一 个 顶点 . 这 样 一 个 矩形 是 正 向 不 
变 的 ; 由 于 这 个 矩形 可 以 取 任 意 小 , 因而 这 个 平衡 点 是 渐 近 稳定 的 . 


图 11.13 pv 的 这 种 结构 导致 一 个 渐 近 稳定 的 平衡 点 
这 点 还 可 以 通过 如 下 的 方式 看 出 . 我 们 有 
Mz 、 Nz 
N E7 一 一 一 一 E 一 一 一 二 0, 
u 的 斜率 M, < v 的 斜率 N, < 


其 中 M: = OM/dz, My = OM/Oy 在 这 个 平衡 点 处 的 取 值 , 等 等 . 现在 , 由 前 面 的 假 
设 条 件 有 My < 0, Nz < 0, 从 而 在 这 个 平衡 点 处 , 我 们 就 有 Me < 0, Ny < 0. 在 这 
个 平衡 点 处 线性 化 就 得 到 矩阵 
Ha | 
yNz yNy | 
这 个 矩阵 的 迹 为 cM, + yNy <0, 而 矩阵 的 行列 式 为 zy(Ms Ny —M,N,) > 0. 从 而 
两 个 特征 值 都 有 负 的 实 部 , 从 而 这 个 平衡 点 是 一 个 汇 点 . 
通过 研究 人 4 和 z 的 各 种 不 同 的 相交 方式 , 可 以 得 出 , 这 个 模型 中 仅 有 的 其 他 
的 渐 近 稳定 的 平衡 点 是 (0, b), 而且 此 时 (0, 6) 必须 在 4 的 上 方 ; 或 是 (a, 0), 但 此 时 
(2,0) 必须 在 v 的 右边 . 所 有 其 他 的 平衡 点 都 是 不 稳定 的 . 一 定 至 少 有 一 个 渐 近 稳 
定 的 平衡 点 . 如 果 (0,6) 不 是 的 , 则 它 在 u 的 下 方 ; 如 果 (0,0) 也 不 是 的 , 则 它 在 v 
的 左边 . 这 种 情形 , wz 一 定 相 交 , 而 且 在 (a,0) 左边 的 第 一 个 交点 就 是 渐 近 稳定 
的 . 
例如 , 这 种 分 析 就 告诉 我 们 , 在 图 11.14 中 , 只 有 P 和 (0,6) 是 渐 近 稳定 的 ; 所 
有 其 他 的 平衡 点 都 是 不 稳定 的 . 特别 地 , 如 果 假 设 图 11.14 中 的 平衡 点 @ 是 双 曲 
的 , 则 它 一 定 是 一 个 贰 点 , 因为 附近 的 某 些 解 趋 于 它 而 其 他 的 解 远离 它 . 2 点 位 于 
Q 的 稳定 曲线 的 一 支 上 . 所 有 区 域 Bo 中 位 于 Z 左边 的 点 都 趋 于 平衡 点 (0,6), 而 
这 个 区 域 在 Z 右边 的 点 都 趋 于 P. 因而 当 我 们 越过 稳定 曲线 含 Z 点 的 这 支 时 , 解 
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的 极限 行为 会 发 生根 本 的 变化 . 由 于 千 2 右边 一 点 点 的 解 趋向 平衡 点 P, 从 而 在 
这 种 情形 , 物种 的 数量 趋 于 稳定 . 另 一 方面 , 在 2 左边 一 点 点 的 解 趋 于 一 个 平衡 
点 , 其 了 坐标 为 0. 从 而 , 在 这 种 情形 , 其 中 一 个 物种 将 逐渐 火 绝 . 初始 条 件 的 一 点 
小 变化 就 导致 物种 命运 发 生 戏 剧 性 的 变化 . 生态 学 上 , 这 种 小 变化 可 能 是 因为 引 
入 一 种 新 的 杀 虫 剂 , 迁 入 其 中 一 个 物种 的 另外 成 员 , 发 生 一 场 森林 火灾 , 等 等 . 数学 
上 , 这 个 事件 就 是 从 P HR S| ZEB (0,0) ARIZ. 


图 11.14 注意 , 位 于 Q 的 稳定 曲线 上 点 Z 两 边 的 解 具 有 非常 不 一 样 的 命运 


114 RR: 竞争 与 收割 


在 这 个 探索 中 , 我 们 将 研究 竞争 物种 模型 , 但 这 里 我 们 容许 其 中 一 个 物种 被 收 
PA ( 迁 出 ) RTA. 考虑 系统 


z’ = z(l1 — az — y), 
y =y(ļb-r-y) +h. 


这 里 a,b, h 都 是 参数 . 假设 a,5 > 0. ME h < 0, 这 表示 在 以 常 值 速率 收割 物种 y 
而 如 果 h > 0, 这 表示 以 常 值 速率 补充 物种 y. 这 个 探索 的 目的 是 对 这 些 参数 的 所 
有 可 能 取 值 , 完全 了 解 这 个 系统 . 我 们 照常 只 考虑 区 域 z,y > 0. 如 果 对 某 一 t > 0， 
A y(t) < 0, 则 我 们 认为 这 个 物种 已 经 灭绝 . 

(1) ACR h= 0. 通过 在 ob 参数 平面 上 作出 你 找到 的 系统 的 不 同行 为 , 给 
出 该 系统 的 行为 的 一 个 完整 大 纲 . 

(2) 当 有 =0 时 ,在 ab 平面 上 确定 发 生 分 岔 的 那些 点 和 曲线 , 并 描述 这 些 分 分 . 

(3) RES h <0. 对 于 不 同 的 (固定 的 )h 值 , 描述 ob 参数 平面 . 


1. 


N 


kad 


= 


(4) 3th > 0 重复 前 面 的 实验 . 
(5) 描述 全 部 三 维 参 数 空间 , 你 可 以 用 任何 找到 的 最 合适 的 方式 , 如 图 形 、 活 


动 书页 、3D 模型 、 动 画 , 等 等 . 


习 是 


在 SIRS 模型 中 , 证 明 : 如 果 物 种 总 量 不 超过 这 种 疾病 的 阔 值 , 则 三 角形 区 域 
A 中 的 所 有 解 都 趋 于 平衡 点 (7,0). 


. 简略 地 作出 下 面 变形 的 捕食 者 /猎物 系统 的 相 图 : 


gz’ = x(1 — T) — TY, 


y=) 
一 种 修 止 的 捕食 者 /猎物 系统 如 下 : 


vz’ =2(1-2)- ory 


z+’ 


y = y(1—y), 
其 中 a > 0 为 参数 . 
(a) 找 出 所 有 的 平衡 点 并 将 它们 分 类 . 
(b) 对 于 不 同 的 a 值 , 简略 地 作出 零点 集 和 相 图 . 
(c) 描述 当 a 变化 时 出 现 的 所 有 分 贫 . 
另 一 种 修正 的 捕食 者 /猎物 系统 如 下 : 
2Z' 一 2z(1 一 2) 一 -2 ， 
r+b 
y =y(1—y), 
其 中 65 > 0 为 参数 . 
(a) 找 出 所 有 的 平衡 点 并 将 它们 分 类 . 
(b) 对 于 不 同 的 5b 值 , 简略 地 作出 零点 集 和 相 图 . 
(c) 描述 当 ， 变化 时 出 现 的 所 有 分 贫 . 


. 方程 组 


x =2(2-—2-¥y), 

y = y(3 — 2x — y) 
满足 113 节 中 关于 竞争 种 群 的 条 件 (1) 到 条 件 (3). 确定 该 系统 的 相 图 . 解释 
为 什么 这 个 方程 组 从 数学 上 使 得 两 个 物种 同时 存活 成 为 可 能 , 但 实际 上 却 非 
常 靠不住 . 
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6. 考虑 竞争 种 群 模型 


xv’ = z(a — x — ay), 


y = y(b ~ bz — y), 


其 中 参数 a,b 是 正 的 . 

(a) 找 出 该 系统 的 所 有 平衡 点 并 确定 其 稳定 类 型 . 这 些 类 型 当然 将 依赖 于 a,b. 
(b) 对 于 a,b 的 不 同 取 值 , 利用 零点 集 确定 相应 的 各 种 相 图 . 

(c) 确定 该 系统 发 生 分 贫 时 的 a, b 值 , 并 描述 这 些 分 从 . 

(d) 在 ob 平面 上 作 图 记录 你 的 发 现 , 而 且 要 在 这 个 平面 的 每 个 开 区 域 中 标 出 

相应 相 图 的 定性 结构 . 

两 个 物种 z,y 是 共生 的 , 如 果 其 中 一 个 物种 的 数 基 增加 会 导致 另 一 个 物种 的 
增长 率 增加 . 因而 我 们 假设 


x’ = M(z,y)z, 
y = N(x, y)y, 


其 中 
OM ON 
Oy >0 H Br > 0, 
MA zx,y > 0. 我 们 假设 供给 的 食物 总 基 是 有 限 的 ; 从 而 存在 4 > 0,B >0 使 
得 
如 果 z> A, M(z,y)<0, 
mR y >B, N(z,y) <0. 


如 果 两 个 物种 的 数 其 都 很 小 , 则 它们 都 增加 ; 于 是 
M(0,0)>0 H N(0,0) > 0. 


假设 曲线 M71(0), N 只 有 有 限 个 交点 , 而 且 每 个 交点 都 是 横 截 交点 . 证 明 
下 面 的 几 条 : 

(a) 在 区 域 0<z < 4,0 <y < BH, 所 有 的 解 都 趋 于 一 个 平衡 点 . 

(b) 没有 源 点 . 

(c) 至 少 有 一 个 汇 点 . 

(d) MR 8M/8z <0 H ON/dy < 0, 则 有 唯一 的 汇 点 Z, 而 且 2 是 所 有 满足 

z >0,y > 0 HJA (x,y) 的 w RRR. 
8. 给 出 一 对 相互 筑 灭 物种 的 一 个 微分 方程 系统 . 然后 证 明 , 在 合理 的 假设 下 , 两 

个 相互 毁灭 的 物种 最 后 不 能 共存 . 


9. yc 分 别 为 捕食 者 和 猎物 的 数 景 . 设 


x’ = M(z,y)z, 
y = N(x, y)y, 


其 中 M,N 满足 下 面 的 条 件 . 
(a) 如 果 没有 充足 的 猎物 , 捕食 者 将 减少 . 从 而 , 存在 5 > 0, 使 得 当 x < bht, 
N(z,y) < 0. 
(b) 猎物 的 增加 提高 捕食 者 的 增长 率 , 于 是 9N/8x > 0. 
(c) 在 没有 捕食 者 的 情况 下 , 小 的 狂 物 数量 将 增加 , 于 是 M{0,0) > 0. 
(d) 在 超过 某 个 数量 之 后 , 猎物 的 数量 必定 减少 , 于 是 存在 4 > 0, 使 得 当 
z> A 时 , M(z,y) <0. 
(e) 捕食 者 的 增加 将 导致 猜 物 增长 率 的 下 降 , 于 是 OM/dy < 0. 
(E) 两 条 曲线 M- (0), N10) 横 截 相交 , 上 且 只 交 于 有 限 个 点 . 
ER: 如 果 存 在 某 一 (uv) 使 得 M(u,v) >0 且 N(u,v) > 0 则 要 么 有 一 个 渐 
近 稳 定 的 平衡 点 , 要 么 有 一 个 极限 环 . 进一步 证 明 : 如 果 极 限 环 的 个 数 有 限 而 
EEH, 则 其 中 必 有 一 个 极限 环 使 得 它 的 两 边 都 有 轨 线 盘旋 地 趋向 它 . 
10. 考虑 下 面 修正 的 捕食 者 /猎物 方程 ， 
azy 
Z 十 C" 


z=2(l-—2)- 


其 中 a,b,c 都 是 正 的 常数 . 确定 参数 空间 中 的 区 域 , 使 得 参数 在 该 区 域 中 的 系 
统 有 一 个 稳定 的 平衡 点 , 而 且 该 平衡 点 的 r y 坐标 部 非 零 . 证 明 : 如 果 这 个 平 
衡 点 是 不 稳定 的 , 则 该 系统 有 一 个 稳定 的 极限 环 . 
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在 本 章 , 我 们 首先 引入 一 个 简单 但 又 非常 基本 的 电子 电路 , 然后 导出 控制 这 个 
电路 的 微分 方程 . 在 后 面 的 两 节 , 我 们 将 利用 在 第 8~10 章 发 展 的 技巧 来 分 析 这 些 
方程 的 某 些 特殊 情形 ; 这 些 情 形 就 是 经 典 的 里 纳 德 方程 和 范 德 波 方程 . 特别 地 , 范 
德 波 方程 也 许可 以 认为 是 非 线性 常 微分 方程 的 基本 例子 之 一 . 它 有 一 个 振动 或 周 
期 解 , 而 且 这 是 一 个 周期 吸引 子 . 每 个 非 平 凡 解 都 趋向 这 个 周期 解 ; 没有 线性 系统 
具有 这 一 性 质 . 有 时 , 系统 中 的 渐 近 稳定 平衡 点 意味 着 死 , 而 吸引 的 振动 解 则 意味 
着 生 . 在 12.4 节 , 我 们 将 给 出 一 个 从 一 种 情形 连续 过 渡 到 另 一 种 情形 的 例子 . 


12.1 RLC 电路 


在 本 节 中 , 我 们 引入 电子 电路 的 第 一 个 例 
子 . 这 个 例子 就 是 图 12.1 中 所 示 的 简单 而 又 基 
本 的 RLC 电路 . 我 们 从 解释 这 个 图 的 数学 含义 
开始 . 这 个 电路 由 3 个 支 路 构成 : 一 个 为 电阻 
R, 一 个 为 电感 L, 以 及 一 个 电容 C. 我 们 认为 
该 电路 的 每 个 支 路 都 是 某 种 有 两 个 接线 端的 电 
子 器 件 . 例如 , 在 这 个 电路 中 , 支 路 R 的 端点 为 
a, b, 而 且 所 有 这 些 端点 都 用 电线 接 起 来 从 而 形 
成 节点 a, 8, y- 

在 这 个 电路 中 , 有 电流 流 过 每 个 支 路 , 我 们 
用 一 个 实数 来 度量 电流 . 准确 地 说 , 电路 中 的 电 
流 由 3 个 实数 in,iL,ic 给 出 , 其 中 ig 代表 经 过 电阻 的 电流 , 等 等 . 电路 中 的 电流 
类 似 二 水管 中 流动 的 水 ; 对 水 的 对 应 度量 应 该 是 单位 时 间 内 流 过 的 总 量 , 或 水 经 过 
管子 中 一 个 固定 点 的 速度 . 图 中 给 出 的 支 路 定向 的 箭头 告诉 我 们 电流 流动 的 方式 
(对 照 水 流 的 情形 ): 例如 , 如 果 in 是 正 的 , 则 根据 箭头 , 电流 从 6 到 a 流 过 电阻 (AT 
头 一 旦 在 开始 选 定 就 一 直 不 变 ). 

于 是 , 在 一 个 给 定时 刻 , 电路 中 电流 的 状态 就 由 桶 " 中 的 一 个 点 i = (ir iL, ic) 
给 出 . 但 是 基 尔 土 夫 电流 定律 (KCL) 则 说 , 实际 中 对 i 有 很 强 的 限制 . KCL 声称 ， 
流入 一 个 节点 的 总 电流 等 十 流出 这 个 节点 的 总 电流 (对 照 水 流 情 形 这 是 显而易见 


图 12.1 RLC 电路 
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的 ). 对 电路 , 这 等 价 于 
KCL: ig =i, = -ic. 
这 就 定义 了 R? 的 一 个 一 维 子 空间 Ki, 也 就 是 物理 电流 的 状态 空间 . 

我 们 在 电容 支 路 上 选取 的 方向 似乎 不 是 很 自然 . 事实 上 , 这 些 方向 的 选取 是 
任意 的 ; 在 这 个 例子 中 如 此 选取 方向 是 为 了 使 最 终 得 到 的 方程 直接 反映 这 个 学 科 
的 历史 . 

电路 的 状态 由 电流 i = (rinio) 与 每 个 支 路 两 端的 电压 (电压 降落 ) Am. 
分 别 用 vr vL ve 记 电 阻 支 路 、 电 感 支 路 、 电 容 支 路 的 电压 , 在 水 流 情形 , 可 以 认 
为 电压 降落 就 是 水 管 两 端的 压强 之 差 .为 了 测量 电压 , 在 每 个 节点 a 8,7 放 上 一 
个 伏特 计 (想象 成 一 个 水 压 表 ), 读 出 a 处 的 V(a), 等 等 . 则 va 就 是 在 a, 8 处 的 读 
数 之 差 

V(8) — V(a) = vr. 
箭头 的 方向 告诉 我 们 on = V(8) -V(a) 而 不 是 V(a) — V(8). 

电路 的 自由 电压 状态 就 是 一 个 点 v = (vr vvo) e R®. 此 时 基 尔 霍 夫 电压 定 

律 就 对 v 给 出 了 一 个 物理 限制 : 


KVL: vr -vc=0. 


这 定义 了 R 中 的 一 个 二 维 子 空间 Ko. KVL 可 从 vr vr vc 的 伏特 计 读 数 定义 中 
立刻 得 出 , 即 


vr + vL — ve = (V(8) — V(a)) + (V (a) — V(7)) - (V8) - V (7)) = 0. 


乘积 空间 R? xR? 称 为 电路 的 状态 空间 . 那些 满足 基 尔 霍 夫 定 律 的 状态 (iv) 
形成 了 状态 空间 的 一 个 三 维 子 空间 . 

现在 我 们 给 出 电路 中 的 三 种 电子 器 件 的 数学 定义 . 首先 考虑 电阻 元 . R 支 路 
上 的 一 个 电阻 在 ir 和 on 之 问 加 上 了 一 个 “函数 关系 ”. 在 这 个 例子 中 , 我 们 认为 
这 个 关系 由 一 个 函数 / :了 一 下 定义 , AE on = fin). 如 果 R 是 通常 的 线性 
电阻 , 则 f 是 线性 的 , 从 而 on = kin. 这 个 关系 就 是 著名 的 欧姆 定律 . 非 线性 函数 
就 导致 一 个 推广 的 欧姆 定律 . f 的 图 像 称 为 这 个 电阻 的 特性 . 一 对 特性 的 例子 如 图 
12.2 所 示 . (如 图 12.2b 中 的 特性 出 现在 一 种 “隧道 二 极 管 ” 中 . ) 

一 个 物理 状态 (i,v) € R? xR? 就 是 满足 KCL, KVL, 以 及 flir) = vn 的 一 个 点 . 
这 些 条 件 就 定义 了 物理 状态 集 CR? xR? 于 是 , 2 就 是 满足 如 下 3 条 的 R x RS 
HHJ (ir, iL ic, vr vL, vo) 的 全 体 构 成 的 集合 : 


(1) ir = iL = —ic (KCL); 
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(2) vr +vL -ve =0 (KVL); 
(3) flir) = vr (推广 的 欧姆 定律 ). 


图 12.2 电阻 的 几 种 可 能 特性 


现在 我 们 来 看 控制 电路 的 微分 方程. 电感 我 们 将 它 看 成 一 个 螺 线 管 ; 很 难 找 
到 它 的 水 流 对 应 ) 满足 
LSU) = u(t) (法拉第 定律 ) 
其 中 工 是 一 个 正常 数 , 称 为 电感 . 另 一 方面 , 电容 (我 们 可 以 将 它 看 成 是 被 某 种 绝 
缘 体 隔 开 的 两 个 金属 片 ; 它 对 应 于 水 流 模型 中 的 水 档 ) 满足 条 件 ， 
duc(t) 
dt 


C = ic(t), 


其 中 C 是 一 个 正常 数 , 称 为 电容 . | 

我 们 将 所 有 前 面 的 讨论 总 结 如 下 : 电路 的 状态 由 6 SEK (ir, iL, ic, UR, UL, VC) 
给 出 , 这 也 就 是 状态 空间 R? xR? 中 的 一 个 点 . 这 些 数 要 受到 3 个 限制 : ERER 
电流 定律 、 基 尔 稚 夫 电压 定律 以 及 这 个 电阻 的 特性 或 推广 的 欧姆 定律 . 于 是 , 物理 
状态 集 为 某 个 子 集 E CR x R3. 一 个 状态 随时 间 的 变化 方式 就 由 前 2 个 微分 方 
程 所 决定 . 

Fil, 观察 到 ive 可 以 确定 其 他 4 个 坐标 , 我 们 可 以 将 物理 状态 集 OD 化 简 . 
由 KCL 有 , ir = it, ic = 一 记 ; 由 推广 的 欧姆 定律 有 , on = flir) = fliu); BH KVL 
A, v = vc 一 vR = vc — flit). 因而 , 我 们 可 用 R 作为 状态 空间 , 其 中 的 坐标 由 
(iL, vc) 给 出 . 形式 上 , 我 们 定义 一 个 映射 a: R? xR 一 及 2, 它 将 (iv) eR? x R 
映 到 (iL, vc). 然后 , 我 们 令 ro = zl2, Bl n Æ E ERR. ro : DR? 是 一 一 的 
且 满 的 ; 它 的 逆 由 映射 少 : R? 一 卫 给 出 ,其 中 


W(iL, vc) = (iL, tL, —iL, (it), vc — f (iL), vo). 
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容易 验证 (iL, vc) 满足 KCL, KVL, 以 及 推广 的 欧姆 定律 , 因而 少 的 确 将 IR? BRA 
E 也 容易 看 出 ro 和 是 互 逆 的 . 
FE, 我 们 采用 及? 作为 我 们 的 状态 空间 . 控制 状态 变化 的 微分 方程 必须 用 现 
在 的 新 坐标 (i, vc) 重 写 : 
dit 
“dt 
dve 
dt 
为 了 简单 起 见 , 而 且 也 因为 这 仅仅 只 是 一 个 例子 , 我 们 令 工 = C = 1. 如 果 令 z =i, 
y = vo, 则 我 们 就 得 到 下 面 的 平面 微分 方程 系统 : 
于 =y- f(z), 
dy _ 
w7 


这 就 是 著名 的 里 纳 德 方程 的 一 种 形式 . 我 们 在 下 节 分 析 这 个 系统 . 


L = vr = uc — f(t), 


= ic= -i. 


—T. 


12.2 ”里 纳 德 方程 
在 本 节 , 我 们 开始 研究 上 节 中 来 自 寺 电路 的 里 纳 德 系统 的 相 图 , B: 


在 f(z) = z3 -z 的 特殊 情形 , 这 个 系统 称 为 范 德 波 方程 . 
首先 考虑 最 简单 的 情形 , 即 f 为 线性 的 情形 . 假设 f(z) = kr, 其 中 > 0. 则 
此 时 里 纳 德 系统 具有 形式 Y' = AY, 其 中 


A= ( -k 1 ) . 
-1 0 
A 的 特征 值 为 
—kt+ Vk? —4 
Az = =. 
由 于 As 要 么 是 负 的 , 要 么 具有 负 的 实 部 , 因而 位 于 原点 的 平衡 点 是 一 个 汇 点 . 4 


k < 2 时 , 它 是 一 个 螺 线 汇 点 . 对 任何 的 > 0, 系统 的 所 有 解 都 趋 于 原点 ; 物理 上 ， 
这 就 是 电阻 的 耗 散 效果 . 
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注意 , 我 们 有 
y” = 2! = —y + kz = -y — ky, 
从 而 这 个 系统 等 价 于 二 阶 方程 几 + ky +y = 0, 在 初等 微分 方程 课程 中 经 常会 遇 
到 这 个 方程 . 
TH, 我 们 考虑 一 个 一 般 的 特性 f. 里 纳 德 系统 有 唯一 的 平衡 点 , 它 由 (0, f(0)) 
给 出 . 在 该 点 线性 化 后 就 得 到 和 矩阵 


—f’(0) 1 
-1 0 


de =3 (rO + VFOF—4). 
由 此 我 们 得 出 , 当 f(O) > 0 时 , 这 个 平衡 点 是 一 个 汇 点 ; 当 70) < 0 Bt, 该 平衡 点 
是 一 个 源 点 . 特别 地 , 对 于 f(z) = za — 2 的 范 德 波 方程, 唯一 的 平衡 点 是 一 个 源 点 . 
为 了 进一步 分 析 这 个 系统 , 我 们 定义 函数 W : R? 一 及 , W(2,y) = (az2 +9) 
于 是 我 们 有 


它 的 特征 值 为 


W = z(y - f(x)) + y(-2) = -zf (2). 


特别 地 , 如 果 f 满足 当 x > 0 时 , f(z) > 0, 42 <0 时 , f(z) <0, A f(0) = 0, W 
W 是 整个 R 上 的 一 个 严格 李 雅 普 诺 夫 函 数 . 由 此 可 得 , 在 这 种 情形 ， 所 有 的 解 都 
趋 于 位 于 原点 的 唯一 平衡 点 . 

在 电路 理论 中 , 如 果 一 个 电阻 的 特性 包含 在 原点 以 及 第 一 、 三 象限 的 内 部 所 
构成 的 集合 中 , 就 称 这 个 电阻 是 中 性 的 . 于 是 , 在 中 性 电阻 的 情形 , 除了 在 z =0 处 
Sb, 一 zf(z) 总 是 负 的 , 从 而 所 有 的 解 都 趋 于 原点 . 因而 “中 性 ”这 个 词 正确 地 描述 
了 这 样 一 个 电路 的 动力 学 . 


12.3 ” 范 德 波 方程 


本 节 我 们 继续 研究 里 纳 德 方程 在 f(x) = zz - z 时 的 特殊 情形 , 也 就 是 范 德 波 
方程 : 

dz 

dt 

dy 

dt 

Wo: 为 这 个 系统 的 流 . 在 这 种 情形 , 我 们 可 以 给 出 一 个 相当 完全 的 相 图 分 析 . 


=y— 713+Zz, 


一 一 了. 


12.3 范德法 方程 ”213 


定理 ” 范 德 波 方程 有 一 个 非 平 凡 的 周期 解 , 而 且 其 他 所 有 的 解 (位 于 原点 的 平衡 
点 除外 ) 都 趋向 这 个 周期 解 . “这 个 系统 振荡 . ” a 
从 上 节 我 们 知道 , 原点 是 这 个 系统 的 唯一 平衡 点 , EL (0) < 0, 这 个 平 

衡 点 是 一 个 源 点 . 下 一 步 就 是 来 证 明 所 有 的 非 平衡 解 在 某 种 意义 下 绕 着 该 平衡 点 
顺 时 针 “旋转 . 为 了 看 出 这 点 , 注意 , 此 时 的 z 零点 集 由 y = za -r 给 出 , 而 y 零 
点 集 为 y 轴 . 我 们 将 这 些 零 点 集 每 个 都 分 成 两 片 : 

vt = {(z,y)ly > 0z= 0}, 

v` = {(z,y)ly < 0,2 = 0}, 

gt = {(z,y)|z > 0,y = 23 — z}, 

g = {(z,y)|z < 0,y = z? — z}. 


这 些 曲线 互 不 相交 ; 加 上 原点 后 , 它们 就 构成 了 4 个 基本 区 域 A, B,C, D 的 边界 
如 图 12.3 所 示 . 


图 12.3 范 德 波 系统 的 基本 区 域 和 零点 集 


从 这 个 向 量 场 在 这 些 基 本 区 域 中 的 结构 , 似乎 可 以 看 出 所 有 的 非 平衡 解 都 绕 
着 原点 顺 时 针 缠 绕 . 的 确 是 如 此 . 
命题 ”从 vt+ 中 出 发 的 解 曲线 将 依次 穿 过 gt+,v-,g-, 然后 再 回 到 vt. 
证 明 因为 z'(0) < 0, 任何 从 x+ 出 发 的 解 将 立即 进入 区 域 A 在 A 中 , 我 们 有 
y < 0, 从 而 这 个 解 沿 y 方向 必定 减少 . 由 于 这 个 解 不 能 趋 于 源 点 , 从 而 它 最 终 必 
ERS gt 相交 . 在 gt E, RANA 2’ = 0,y < 0. 从 而 , 这 个 解 要 穿 过 gt, 然后 进 
入 区 域 B. 一 旦 进入 B 内 部 , 这 个 解 就 向 西南 方向 前 进 . 由 于 向 基 场 在 gt LZE 
向 下 , 这 个 解 不 能 再 进入 区 域 4. 现在 有 两 种 可 能 : 要 么 解 穿 过 v-, 要 么 这 个 解 在 
y 方向 趋 于 -oo, 而 且 总 不 穿 过 v-. 

我 们 断言 后 面 一 种 情形 不 会 发 生 . 假设 发 生 了 这 种 情形 . + (20, yo) 是 这 个 解 
上 位 于 区 域 B 中 的 一 个 点 , 考虑 lto yo) = (x(t), y(t). 由 于 z(t) 从 不 取 0, 因而 
解 曲 线 在 所 有 时 间 都 位 于 带 形 区 域 5 :0 < z < aroy < yo H, 而 且 对 于 某 个 to, 当 
t> to 时 , y(t) 一 -œ. 我 们 首先 可 以 看 出 , 事实 上 有 如 = oo, 为 了 看 出 这 一 点 , 注 
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意 
t t 
u(t) — yo = f y'(s)ds = f ~2(s)ds. 
但 由 于 0 < z(s) < zo, 从 而 只 有 在 上 一 co 时 , 我 们 才 可 能 有 y(t) 一 -oo. 


现在 考虑 0 < t < oo 时 的 z(t). RITA t =y- r te. 由 于 -zs+z 的 值 在 
带 形 S 中 是 有 界 的 , 而 且 当 上 一 00 时 , y(t) 一 -oc, 从 而 当 t 一 oo 时 , 就 有 


z(t) — zo = f z'(s)ds 一 一 co. 
但 这 与 假设 x(t) > 0 矛盾 . 


从 而 这 个 解 必定 穿 过 v-. 现在 , 这 个 向 量 场 关于 原点 是 反对 称 的 , 即 , 如 果 记 
G(z,y) 为 范 德 波 向 量 场 , WA G-r, —y) = -G(z,g). 利用 这 种 对 称 性 , 解 就 必定 


以 类 似 的 方式 穿 过 区 域 C, D. E 
ty es 根据 这 个 结果 , 我 们 可 以 在 半 直 线 + 
) PO) ’ 上 定义 一 个 庞 加 莱 映射 P. 给 定 (0, yo) € 


vt, 我 们 定义 P(yo) 是 $i(0,yo) 在 上 >0 
时 首次 返回 到 vt 的 y 坐标 ( 见 图 12.4). 
与 10.3 节 中 一 样 , 已 是 一 个 一 一 的 CX 范 
数 . 而 且 这 个 庞 加 莱 映 射 还 是 满 的 . 这 是 
AA, 与 上 个 命题 一 样 , 在 时 间 向 后 时 , 从 
v vt 出 发 的 解 最 终 也 要 回 到 vt. 记 Pn = 
图 12.4 ot 上 的 庞 加 莱 映 射 = PoP 为 己 与 自己 的 次 复合 
现在 我 们 的 目的 是 证 明 下 面 的 定理 : 

定理 ”vt 上 的 庞 加 莱 上 映射 有 唯一 的 不 动 点 . 而 且 , SERIES yo eC vt, 4 
n— oo 时 , 序列 P"(yo) 都 趋 于 这 个 不 动 点 . a 

显然 , P 的 任 一 不 动 点 部 位 于 一 个 周期 解 上 . 另 一 方面 , 如 果 P(yo) 关 yo, 则 过 
(0, yo) 的 解 不 可 能 是 周期 的 . 事实 上 , 如 果 P(yo) > yo, 则 像 10.4 节 中 一 样 , 可 以 说 
明 , $e(0, yo) 与 vt 依次 的 交点 是 一 个 单调 序列 . 于 是 , 这 个 解 依次 穿 过 vt 将 得 到 
一 个 递增 的 点 列 , 从 而 这 个 解 永远 也 不 可 能 与 它 自己 相交 . P(yo) < yo 的 情形 是 类 
似 的 . 

我 们 还 可 以 定义 一 个 “ 半 庞 加 莱 上 映射 " a : vt >v, 此 时 aly) 是 (0, y) 在 
t> 0 时 与 vu” 的 第 一 个 交点 的 y 坐标 . 再 定义 


(aly)? — y?). 


1 
2 
以 后 还 需要 用 到 如 下 的 事实 : 存在 唯一 的 点 (0,y*) es vt+ 和 时 刻 > 0 满足 


d(y) = 
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(1) 当 0 <t<t Mt, $.(0,y*) € A; 

(2) dt-(0, y*) = (1,0) € gt. 

见 图 12.5. 

这 个 定理 可 由 下 面相 当 精 细 的 结果 直接 得 
出 . y* 
命题 ”函数 5(y) 满足 : 

( MRO<y<y*, Ml d(y) > 0; 

(2) 对 于 y > y*, 4 y 一 oo 时 , 6(y) 单调 下 ， 
降 趋 于 一 cc. a > i 

我 们 随后 就 证 明 这 个 命题 ; 但 我 们 先 利 用 它 ' "i 


1 
1 
1 
‘ 
i) 
1 
Vo 
t 
1 
0 


` 


~l 


来 完成 定理 的 证 明 . 我 们 要 利用 这 个 向 直 场 关 ow) 
于 原点 的 反对 称 性 . 这 蕴涵 , 如 果 (x(t), y(t)) 是 : 
一 条 解 曲线 , 则 (-z(, 一 yl)) 也 是 一 条 解 曲线 ， 图 12.5 半 庞 加 莱 上 映射 

6(y) 的 部 分 图 像 如 图 12.6 所 示 ， 由 介 值 定理 和 上 一 命题 可 知 , 存在 唯一 的 
yo € vt 满足 6(yo) = 0. 于 是 a(yo) = —yo, 由 向 量 场 关于 原点 的 反对 称 性 可 知 ， 
过 (0, yo) 的 解 是 周期 的 . 由 于 除了 yo 外 , 5(y) AO, 我 们 有 , 对 于 其 他 所 有 的 y 值 ， 
aly) Ay, 由 此 可 得 (0, yo) 就 是 唯一 的 周期 解 . 

下 面 我 们 证 明 所 有 其 他 的 解 (平衡 点 除外 ) 都 趋向 
这 个 周期 解 . 一 直到 证 明 结束 , 我 们 部 令 Bev st, 
它 将 v- 上 的 每 个 点 都 映 到 相应 的 解 (在 上 > 0 时 ) 与 
vt 的 第 一 个 交点 . 由 对 称 性 , 我 们 有 


v 


B(y) = —a(-y). 


图 12.6 d(y) 的 图 像 还 应 注意 , Ply) = Boaly). 
我 们 将 y MS y 坐标 中 的 实数 等 同 . 于 是 , 如 

E yy E UNT, 24 y Æ yo LAY, 我 们 就 写成 由 > yo. 注意 , 0,6 反 转 这 个 
定向 , 而 了 P 则 保持 这 个 定向 . 

MER y € vt 使 得 y > yo. 由 于 a(yo) = 一 yo, 我 人 有 a(y) < -yo H PCy) > yo- 
另 一 方面 , 5(y) < 0, XH aly) > -y. 从 而 , Ply) = Bla(y)) <y. 我 们 就 证 明了 
y > yo 蕴涵 y > Ply) > yo. 类 似 地 , P(y) > P(P(y)) > yo. 从 而 由 归纳 法 可 得 , 对 
所 有 的 n>0, 都 有 P"(y) > Pty) > yo- 

下 降序 列 P (y) 在 v+ 中 有 一 个 极限 y > yo. TERE yn 是 P 的 一 个 不 动 点 , 这 
是 因为 , 根据 P 的 连续 性 , 我 们 有 


P(y) -yı = lim P(P*(y)) -y1 = 4a — 91 = 0. 
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由 于 P 只 有 一 个 不 动 点 , 我 们 有 yi = yo. 这 就 说 明 在 t 一 ce 时 , 过 y 的 解 盘 旋 地 
趋向 周期 解 ( 见 图 12.7). 同样 的 结论 在 y < yo 时 也 成 立 ; 我 们 将 细节 留 给 读者 . 由 
于 除 平衡 点 外 的 所 有 解 都 与 x+ 相交 , 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . E 

最 后 , 我 们 回来 证 明 命题 . 我 们 采用 如 下 的 
记号 . 令 ?:o 相 一 下 :是 平面 上 一 条 光滑 曲 
线 , 再 令 P:R? oR. 我 们 将 y(t) 写成 7( = 
(x(t), y(t)), 而 且 定 义 


b 
J F(z,y) = / F(z(t), y(t))dċ. 
X Ja 
如 果 对 于 所 有 的 a <t <b, MA r(t) #0, 则 


wy y 是 co 的 一 个 函数 , 于 是 我 们 可 以 写成 
y = y(x). 在 这 种 情形 , 我 们 可 以 作 变 量 蔡 换 ， 


图 12.7 范 德 波 方程 的 相 图 


b z(b) dt 
f F(o(t),yo)dt = f Fleva) Žar. 
a ) T 


x(a 


于 是 ， 


vy. [7 Fr ys) 
fre» f EM) ig 


E y(t) AOR, 我 们 有 类 似 的 表达 式 . 
现在 考虑 上 节 中 引入 的 函数 


1 
W(x,y) = 5 (2? +y’). 


& peut, & alp) = ¢-(p). y(t) = (x(t), y(t), OS t< r= 7(p) WH pe vt & 
到 a(p) ez 的 解 曲线 . 根据 定义 ， 


5(D) = 5 (v(7)? — y(0)2) = W (e(r), 7) — W(z(0), y(0)). 


从 而 ， 
6(p) = f SWEA, y(t))at. 
在 12.2 节 中 我 们 已 经 有 


W = -rf (£) = -2(23 — x). 


于 是 我 们 就 有 
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6(p) = [ —2(t)(x(t)° — x(t))dt = [ z(t)2(1 一 z(t)?)dt. 
因为 当 0 < z(t) < 1 时 , 上 述 积分 为 正 , 由 此 可 立刻 得 出 命题 中 第 1 条 . 
我 们 可 以 将 最 后 一 个 等 式 写成 
6(p) = [eo — 2°), 


我 们 将 注意 力 限 制 到 p Evt, p > y*. 我 们 将 相应 的 解 曲线 y 分 成 如 图 12.8 所 示 的 
三 条 曲线 y, yy. HA M y HO<2 <1 PAE, 而 曲线 y 则 由 Mm Ly Kye 
所 界定 . 于 是 ， 

5(p) = 61(p) + 62(p) + 63(p), 


ôi () = z*(1— 27), 2 = 1,2,3. 
(p) [ ( ) 2 


注意 , 沿 ?5 u(t) 可 以 看 成 足 z 的 一 个 函数 . 从 而 , 我 们 有 


_ Prae), /22(1— 2?) 
= rr =f Fa 


其 中 f(z) =- r. 4p thy 轴 向 上 移动 , 而 
(x,y) 在 相应 的 y 上 取 值 时 , y- f(z) 增加 . 从 
而 , ô: 随 着 p 的 增加 而 减少 . 类 似 地 , ô 随 着 p 
的 增加 而 减少 . 

在 Y2 E, c(t) 可 以 看 成 是 y 的 一 个 函数 , È 
对 ye [ol 有 定义 , 而且 x >i. 从 而 , 由 
dy/d = 一 zx, 可 得 


b= f" -aoli -eoa 
y2 


= 广 z(y) (1 — x(y)?)dy, 图 12.8 在 过 yo 的 闭 轨 上 所 描述 
yı 的 曲线 Yir Y2, V3 


从 而 52(p) 是 负 的 . 

当 p 增加 时 , 积分 区 间 [yi y] WERE RK. MW y 一 rlu) 依赖 于 p, 因 
而 我 们 将 它 记 为 zp(y)， 随 着 p 的 增加 , 曲线 ?2 向 右边 移动 ; 于 是 zp(y) 增加 ， 
从 而 tp(y)(1 一 xp(y)?) 减少 . 由 此 可 得 , bz(p) REZE p 的 增加 而 减少 ; 而 且 显 然 有 
limp—oo 62(p) = 一 00. TÆ, 6(p) 随 着 p 的 增加 而 减少 , 而 且 在 p 一 co 时 趋 于 -oo. 
命题 证 毕 . 
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12.4 -NEERI 


现在 我 们 来 描述 一 类 更 一 般 的 电路 方程, 此 时 电阻 特性 九 (z) 依赖 于 一 个 参 
BC. (u 可 能 是 电阻 的 温度 . ) 于 是 , 描述 电阻 的 物理 行为 的 就 是 R? 中 的 微分 方程 
系统 ， 

T =v- Sule), 


dy _ 
dt | 


一 之 . 


作为 一 个 例子 , 假设 f, 具有 如 下 的 特殊 形式 : 
fu(z) =r- HT, 


其 中 参数 /位 于 区 间 [-1,1] 中 . 4 u= 1 时 ， 我 们 就 得 到 上 节 中 的 范 德 波 系统 . 像 
以 前 一 样 , 原点 是 这 个 系统 的 唯一 平衡 点 . 该 点 的 线性 化 系统 为 


THREAT 
As = 5 (ut VP =a). 


从 而 , 4-1 <u < O 时 , 原点 是 一 个 螺 线 汇 点 , 而 当 0 <p <1 时 , 原点 是 一 个 螺 线 
源 点 . 事实 上 , 当 -1 < p< 0 时 , f 的 图 像 位 于 第 一 、 三 象限 , 从 而 电阻 是 中 性 的 . 
因而 在 这 种 情形 , 所 有 的 解 都 趋 于 原点 . 即使 在 p = 0 时 , 线性 化 得 到 的 是 一 个 中 
心 , 情况 依然 如 此 . 物理 上 , 这 个 电路 是 死 的 , 也 就 是 说 , 过 了 一 段 时 间 后 , 所 有 的 电 
流 和 电压 都 将 变 为 0 (或 者 , 和 0 要 多 近 有 多 近 ). 

然而 , 当 u 为 正 时 , 电路 就 变 得 有 生命 了 . 它 开始 振荡 . 对 这 个 系统 在 1 位 于 
区 间 (0, 1] 时 , 运用 12.3 节 的 分 析 就 可 以 得 出 这 个 事实 . 于 是 , 当 u 增加 并 通过 0 
时 , 我 们 就 看 到 了 一 个 (唯一 的 ) 周期 解 %, 的 产生 ( 见 本 章 的 习题 4). 与 前 面 一 
FE, 这 个 解吸 引 所 有 的 非 零 解 . 同 8.5 节 一 样 , 这 是 欠 普 夫 分 盆 的 一 个 例子 . 进一步 
用 12.3 节 中 的 想法 进行 细致 的 分 析 就 可 以 证 明 , 当 u 从 > 0 的 方向 趋 于 0 时 
Yn 70. 图 12.9 显示 了 与 这 个 分 岔 相 关 的 几 个 相 图 . 
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图 12.9 系统 z' =y- a? tury = 一 x 中 的 起 普 夫 分 盆 


12.5 RR: 神经 动力 学 


在 20 世纪 50 年 代 , Hodgkin 和 Huxley 发 展 了 一 种 用 以 研究 巨型 乌贼 的 神经 
冲动 的 模型 (23], 这 是 神经 冲动 研究 中 最 重要 的 进展 之 一 . 他 们 发 展 了 一 个 四 维 的 
微分 方程 系统 来 描述 神经 信号 沿 细胞 膜 的 电气 化 学 传输 , 正 是 因为 这 个 工作 , 他 们 
后 来 获得 了 诺 贝尔 奖 . 粗略 地 说 , 这 个 系统 类 似 于 电子 电路 中 产生 的 系统 . 神经 元 
由 一 个 接收 电 刺 激 的 细胞 体 构成 . 这 个 刺激 然后 沿 神经 轴 突 ( 它 可 以 看 成 是 通过 一 
组 突 触 连 接 到 其 他 神经 元 的 一 条 电缆 ) 传输 . 当然 , 这 种 运动 不 是 真正 的 电流 , 因 
为 此 时 流动 的 不 是 真正 的 电子 , 而 是 离子 (主要 是 钠 离子 和 钾 离 子 ). 在 [15] 或 84] 
中 有 关于 这 些 系统 背后 的 神经 生物 学 的 初级 介绍 ， 

四 维 的 Hodgkin-Huxley 系统 很 难处 理 , 这 主要 是 因为 这 些 方 程 本 质 上 具有 很 
高 的 非 线 性 性 . 从 数学 上 看 , 一 个 重要 的 突破 是 由 Fitzhugh [18] 和 Nagumo 等 [35] 
完成 的 , 他 们 提出 了 Hodgkin-TIuxley 系统 的 一 个 较 简 单 的 模型 . 虽然 这 个 系统 不 
如 原来 的 系统 在 生物 学 上 那么 准确 , 但 它 仍然 抓 住 了 神经 刺激 的 本 质 行为 , 包括 下 
面 将 要 提 到 的 刺激 反应 现象 . 

Fitzhugh-Nagumo 系统 的 方程 为 


r 
g =y+r- y +l, yi =—r+a-— by, 
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其 中 a,b 为 常数 , 旦 满足 
0<3G -oj<5<1 


而 工 则 是 一 个 参数 . 在 这 些 方程 中 , z 类 似 于 电压 , 代表 该 系统 的 刺激 反应 : 变量 y 
代表 倾向 十 使 系统 静止 的 其 他 力 的 合力 . 参数 / 是 一 个 导致 该 系统 兴奋 的 刺激 参 
数 ; 了 类似 于 一 个 外 加 电流 . 注意 这 些 方程 与 12.3 节 中 的 范 德 波 方程 的 相似 性 . 

(1) 首先 假设 7 = 0. 证 明 这 个 系统 有 唯一 的 平衡 点 (20, yo). HER: 利用 该 系 
统 的 伶 点 集 的 几何 , 而 不 是 显 式 地 解 出 这 些 方程 . 同时 别 忘 了 对 a,b 的 限制 . 

(2) 证 明 这 个 平衡 点 总 是 一 个 汇 点 . 

(3) 假设 TA 0. 证 明 仍 有 唯一 的 平衡 点 (z1,yj), 其 中 wy 随 着 7 单调 地 变化 . 

(4) 确定 zx1 的 值 使 得 这 个 平衡 点 是 一 个 源 点 ， 并 且 证 时 此 时 必定 有 一 个 稳定 
的 极限 环 . 

(5) MIAO Bf, 点 (zo,yo) 不 再 是 一 个 平衡 点 . 但 是 我 们 仍然 可 以 考虑 过 该 点 
的 解 . 描述 当 了 从 0 离开 时 , 这 个 解 的 定性 本 质 . 用 数学 术语 解释 为 什么 生物 学 家 
们 认为 这 种 现象 是 神经 元 的 “兴奋 ”. 

(6) 考虑 a = I = 0 的 特殊 情形 . 对 每 个 b> 0( 不 再 限制 < 1), 尽 可 能 完备 地 
描述 相 平 面 . 描述 出 现 的 所 有 分 贫 . 

(7) 现在 让 / 也 变化 , 再 描述 出 现 的 所 有 分 贫 . 在 Ib 平面 上 (b> 0), 尽 可 能 详 
细 地 描述 出 现 的 各 种 相 图 . 

(8) 将 -上 一 问题 中 的 分 析 扩 充 到 b < 0 的 情形 . 

(9) 现在 固定 b = 0 而 让 a 和 了 变化. 在 这 种 情形 ， 简略 地 作出 分 岔 平面 ( 即 
la 平面). 


习 是 
L 找 出 下 面 微分 方程 的 相 图 ， 


t =y- f(r), f(x) =z, 
‘= g. 


提示 : 利用 关于 y 轴 的 对 称 性 . 


2.4 
22~—3, 如 果 z >1, 
f(x) = 2, WR -l<2z<], 


27 十 3， 如 果 z < -1. 


心 


CA 


考虑 系统 
7 =y- f(z), 
y = T. 

(a) 简略 地 作出 该 系统 的 相 图 . 

(b) 证 明 该 系统 有 唯一 的 闭 饥 , 


令 
2z 十 a 一 2， 如 果 z > 1， 
falz) = aT, 如 果 -l<¢r<l, 
2x —-a+2, WẸ z < -1. 
考虑 系统 
z' =y- faz), 
y = -2. 


(a) 对 于 a 的 不 同 取 值 , 简略 地 作出 相应 系统 的 相 平 面 . 
(b) 描述 在 a = 0 BY SLAY St fe. 


. 考虑 在 12.4 节 中 描述 的 系统 : 


a! = y — (z? — uz), 


i 
y =T, 


这 里 的 参数 /满足 0 和 < 1. 将 “在 4=0 时 出 现 一 个 替 普 夫 分 盆 ” 这 一 断 


言 的 证 明细 节 补 全 


. 考虑 系统 


z’ = p(y — (z? — £)), >O, 
y = 一 7. 


证 明 这 个 系统 具有 唯一 的 非 平 扩 周期 解 yu 证 明 
Y u oo 时 , y 趋向 一 条 闭 曲 线 , 这 条 闭 曲 线 由 
两 条 水 平 线段 以 及 4 = zs - > 上 的 两 个 弧 段 构成 ， 
如 图 12.10 所 示 . 一 个 这 种 类 型 的 解 称 为 一 个 松弛 
振动 ， 当 RORY, 洁 着 相应 的 周期 解 , 有 两 个 非 
常 不 同 的 时 间 尺 度 . 当 沿 水 平方 向 运动 时 , 我 们 有 
非常 大 的 r, 从 而 这 个 解 通过 得 非常 快 . 另 一 方面 ， 
在 立方 零点 集 附近 , 2! = 0, 且 y 是 有 界 的 . 于 是 ， 
相对 来 说 , 这 时 的 通过 就 要 慢 得 多 . 


图 12.10 
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6. 


7. 


8. 
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找 出 图 12.11 中 的 电路 网 的 微分 方程 , 其 中 电阻 是 电压 控制 的 , 即 , 该 电阻 的 
特性 是 一 个 函数 9 :R >R, ir = glor) 的 图 像 . 
WEAR: 用 电线 将 一 个 电感 和 一 个 电容 连 成 一 个 闭 
环 的 LC 电路 是 振荡 的 . 


R 


确定 下 面 的 微分 方程 的 相 图 . 特别 地 , 要 证 明 只 有 : 
唯一 的 非 平凡 周期 解 . C 
xz’ =y- f(z), 000000 
y = —g(2), L 
图 12.11 
这 里 假设 下 面 所 有 的 条 件 部 满足 ， 


(a) 9(-2) = -9g(z), BOT EAH £ 40 部 有 zg(z) > 0; 
(b) f(-2) =—f(z), E 0< z< aht, & f(z) <0; 
(c) 当 z >a 时, f(z) 是 正 的 且 递 增 ; 

(d) 当 z 一 oo 时 , f(x) 一 oo. 


9. 考虑 系统 


z =y, 
y' =a(1 — zt)y — z. 
(a) 找 出 所 有 的 平衡 点 并 将 它们 分 类 . 
(b) 简略 地 作出 相 平 面 . 
(c) 描述 当 a 变 正 时 出 现 的 分 贫 . 
(d) 证 明 当 a> 0 时 , 该 系统 有 唯一 的 闭 轨 . 
(e) 证 明 当 a > 0 时 , 该 系统 的 所 有 非 零 解 都 趋向 它 的 唯一 闭 轨 . 
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在 本 章 , 我 们 将 注意 力 转 到 微分 方程 最 早期 的 重要 例子 , 这 些 例子 举 实 上 与 微 
积分 的 起 源 都 有 关系 . 这 些 方程 被 牛顿 用 来 推导 和 统一 并 普 勒 三 定律 . 在 本 章 我 
们 简明 推导 并 普 勒 定律 中 的 两 个 , 然后 讨论 力学 中 一 些 更 一 般 的 问题 . 

我 们 的 出 发 点 一 一 牛顿 方程 , 在 整个 现代 物理 史 都 一 直 很 重要 , 而 且 它 们 是 
物理 学 的 经 典 力学 部 分 的 根源 . 这 里 给 出 的 具体 例子 在 历史 上 和 科学 上 都 是 很 重 
要 的 . 而 且 , 我 们 相当 彻底 地 考虑 了 一 个 质点 在 一 个 中 心 引 力 场 中 的 运动 , 这 种 情 
形 足 够 简单 , 以 至 于 相应 的 微分 方程 可 以 用 准确 的 经 典 方法 (仅仅 是 微 积 分 而 已 ! ) 
显 式 地 解 出 . 但 是 考虑 到 还 有 许多 不 能 用 这 种 方法 解 出 的 复杂 力学 系统 , 我 们 还 
对 这 些 问题 描述 了 一 个 更 几何 的 方法 . 


13.1 牛顿 第 二 定律 


我 们 将 研究 一 个 质点 在 一 个 力 场 中 的 运动 , 数学 上 , F 就 是 质点 的 ( 构 形 ) 空 
问 中 的 一 个 向 量 场 , 构 形 空间 在 现在 的 情形 就 是 R. 从 物理 观点 看 , F(X) 就 是 当 
MAM X ER” 时 所 受到 的 作用 力 . 

我 们 主要 关心 的 一 个 力 场 例子 就 是 太阳 的 引力 : FX) 就 是 将 位 于 X 处 的 质 
点 吸引 到 太阳 的 作用 力 . 我 们 将 在 13.3 节 中 深入 讨论 这 个 系统 . 

将 物理 上 的 一 个 力 场 和 数学 上 的 一 个 微分 方程 建立 联系 的 就 是 牛顿 第 二 定 
律 ， 下 = ma. 这 个 定律 断言 一 个 力 场 中 的 质点 的 运动 方式 如 下 : 在 任何 瞬时 , 位 
FX 处 的 质点 所 受 作 用 力 向 基 五 等 于 质点 的 加 速度 向 量 a 乘 上 该 质点 质量 m. 
即 , 牛顿 定律 给 出 了 一 个 二 阶 微分 方程 ， 


mX" = F(X). 
将 这 个 方程 写成 一 个 系统 就 是 
X'=V, 
V! = F(X) 
= L F(x), 


其 中 V = V(t) 是 该 质点 的 速度 . 这 是 一 个 R xR 上 的 方程 组 系统 . 这 种 类 型 的 
系统 通常 称 为 具有 n 个 自由 度 的 力学 系统 . 
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我 们 说 这 个 二 阶 方程 的 一 个 解 X(t) C R" 位 于 构 形 空间 中 , 而 称 这 个 系统 的 
相应 解 (X(t), V(t) E R” x RY 位 于 这 个 系统 的 相 空 间或 状态 空间 中 . 
例 回忆 一 下 第 2 章 中 简单 的 无 阻尼 调和 振子 . 在 这 种 情形 , 质点 在 一 维 空间 中 运 
动 , 而 且 它 在 时 刻 二 的 位 置 由 一 个 函数 z(t) 给 出 , 其 中 z : ROR 我 们 已 经 看 到 |， 
控制 质点 运动 的 微分 方程 就 是 


mr” = 一 大 7， 


其 中 常数 > 0. 即 , HAEA r ER ah -kr 给 出 . 图 
例 二 维 形式 的 调和 振子 容许 质点 在 平面 上 运动 , 从 而 现在 确定 位 置 的 是 一 个 向 
E X(t) = (21(¢),22(t)) E R?. 与 一 维 情形 一 样 , AHIR F(X) = -kX, MIME 
动 方 程 是 一 样 的 

mX” = —kX, 
它 在 构 形 空间 中 的 解 为 


zı(t) = cı cos(\/k/mt) + c2sin(yk/mt), 
z2(t) = cs cos(VE/mt) + cs sin( Vk/mt), 
其 中 c 为 常数 , 这 些 解 很 容易 用 第 6 章 中 的 方法 找 出 . a 
在 讨论 牛顿 定律 的 更 复杂 情况 之 前 , 我 们 需要 回忆 多 元 微 积分 中 的 几 个 概念. 
两 个 向 其 X,Y ER 的 点 乘 (或 内 积 ) 记 为 X-Y, 它 的 定义 是 
x-Y= Ss aii 
i=1 
BEEP X = (21,---,2n), Y = (yyin). PHEX- X= X|. 如 果 X,Y: I — R” 
是 光滑 函数 , 则 两 个 函数 相 乘 的 求 导 法 则 的 另 一 种 形式 就 是 
(X-YY=X'Y+X-Y', 
利用 坐标 函数 zi,y;, 可 以 很 容易 验证 这 个 等 式 . 
如 果 9 : R" >R, g 的 梯度 gradg 的 定义 是 


gradg(X) = (2. . egw) . 


正如 我 们 在 第 9 章 中 看 到 的 一 样 , gradg 是 R” 中 的 一 个 向 最 场 . 
TE, 考虑 两 个 光滑 函数 己 : 取 一 BR 和 9:R" 一 及 的 复合 goF. Xt goF A 
链 式 法 则 可 得 


FIF) = grad (F(t): =D FPO GEO: 
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UU 


我 们 还 将 用 到 两 个 向 量 U,V e R 的 丸 积 (或 向 量 积 )U xV. 根据 定义 
U x V = (u2v3 — ugve, U3V1 — U1Y3, LIV2 一 uzv) € R?. 
从 多 元 微 积分 中 我 们 知道 
U xV =-V xU = |U|IV|N sind, 
其 中 N 是 同时 垂直 于 U,V 的 单位 向 量 , mE U,V, N 满足 “右手 法 
则 ”. 9 则 是 U,V 的 夹 角 . 
注意 , U xV = 0 当 且 仅 当 其 中 一 个 向 其 是 另 一 个 向 量 的 倍数 ， 而 且 , 如 果 


U xV 关 0, 则 UxV 垂直 于 同时 包含 U,V 的 平面 . 如 果 U,V Bete R HK 
数 , 则 两 个 函数 相 乘 的 求 导 法 则 的 又 一 种 形式 就 是 


SU KV)=U'XV+UXV', 


同样 可 以 很 容易 用 分 量 来 验证 上 式 ， 


13.2 保守 系统 


物理 中 出 现 的 很 多 力 场 都 是 通过 下 面 的 方式 产生 的 . 存在 一 个 光滑 函数 0 : 
R” — R (8G 

F(X) = - (ooe e) = -grad U(X). 
(其 中 的 负 号 是 一 种 习惯 用 法 . ) 这 样 的 力 场 称 为 保守 的 . 此 时 , 相应 的 微分 方程 系 
* X’ =V, 


‘~_1 
V = zgrad U(X) 


称 为 一 个 保守 系统 . RU 称 为 这 个 系统 的 势能 . [ 更 适当 些 , U 应 该 称 为 一 个 势 
能 , 因为 加 上 任何 常数 都 不 会 改变 力 场 —grad U(X).] 
例 上 面 的 平面 调和 振子 对 应 于 力 场 F(X) = -kX. 这 个 场 是 保守 的 , 它 的 势能 
为 
U(X) = SAX. 
对 于 任 一 质量 为 m 的 运动 质点 , 它 的 动能 定义 为 


1 
K = amlV(OP. 
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注意 , 动能 依赖 于 速度 , 而 势能 只 是 位 置 的 函数 . 总 能 量 (有 时 就 简单 地 称 为 能 量 ) 
定义 为 = K+U, 它 是 相 空 间 上 的 一 个 函数 . 总 能 量 函 数 之 所 以 在 力学 上 很 重 
要 是 因为 它 沿 这 个 系统 的 任何 解 曲线 都 是 常数 . 或 者 , 用 9.4 节 的 语言 来 说 , E 
这 个 流 的 一 个 运动 常数 , 或 一 个 首次 积分 . a 
定理 (能 量 守恒 ) S (X(t), V(t) 是 保守 系统 的 一 条 解 曲线 , 则 总 能 量 Exe 
解 曲线 是 常数 . 

证 明 为 了 证 明 (X(t), VU) 关于 上 是 常数 , 我 们 来 作 计算 

= g (mv OP +u) 

= mV - V’ + (grad U) - X’ 

= V -(-gradU) + (grad U). V 

= 0. 


E 


a. 
我 们 还 可 以 将 这 种 类 型 的 系统 写成 哈密 顿 形式 . 从 第 9 章 可 知 , R xR” 上 的 
一 个 系统 是 一 个 哈密 顿 系统 , 如 果 它 具有 如 下 的 形式 : 
a = OF 
Oy; 
， OH 
Yi 一 Oz,’ 


HF H :R xR” 一 R 是 系统 的 哈密 顿 函数 . 我 们 已 经 看 到 , 函数 H 沿 这 样 一 个 
系统 的 解 曲线 是 常数 . 为 了 将 保守 系统 写成 哈密 顿 形式 , 我 们 来 作 一 个 简单 的 变 
BSR. 我 们 引入 动量 向 量 Y = mV, 然后 令 


1 2 
H=kKk+U= x Yi + U(rT1, ,Tn). 


容易 验证 , 这 就 将 上 面 的 保守 系统 化 成 了 哈密 顿 形式 . 


13.3 中 心力 场 


一 个 力 场 下 称 为 中 心 的 , 如 果 对 于 每 个 X, F(X) 都 直接 指向 原点 , 或 远离 原 
点 . 换 句 话说 , 向 量 F(X) 总 是 X 的 一 个 倍数 : 


F(X) = \(X)X, 


其 中 系数 AX) KM X. 我 们 常常 按 惯例 不 考虑 质点 位 于 原点 的 情形 ; 许多 中 
心力 场 在 原点 都 没有 定义 (或 是 “无穷” ). 我 们 将 在 13.7 节 中 讨论 这 些 类 型 的 奇 
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点 . 理论 上 , 随 着 X 在 球面 |X| = 常数 上 的 取 值 不 同 , A(X) 也 会 随 之 而 变化 . 但 
是 , 如 果 力 场 是 保守 的 , 则 情况 会 不 同 . 
命题” 设 下 是 一 个 保守 力 场 . 则 下 面 的 几 条 等 价 : 
(1) F 是 中 心 的 ; 
(2) F(X) = f(X)X; 
(3) F(X) = -grad U(X), E U(X) = g(|X1). 
证 明 假设 (3) 成 立 . 为 了 证 明 (2), 根据 链 式 法 则 , 我 们 有 
= = rixe +03 +23) = ete Dy 
令 JUX) = — 9 (\X1)/LX| 就 证 明了 (2). 显然 (2) MR (1). 为 了 从 (1) 推出 (8), 我 
们 需要 证 明 U 在 每 个 球面 


Sa = {X €R"||X| =a > 0} 


上 都 是 常数 由 于 So 上 的 任何 两 点 都 可 以 用 位 于 Sa 中 的 一 条 曲线 连接 , 只 需 证 
明 U 在 So 上 的 每 条 曲线 上 都 是 常数 . 于 是 ,如果 J CREDEN, y: J> Sa 
是 一 条 光滑 明 线 , 我 们 必须 证 明 复合 函数 Uo7 的 导数 恒 等 十 0. 在 13.1 节 中 已 经 
看 到 , 这 个 导数 就 是 。 ， 
HU O() = grad U(t) Y(t. 

由 于 下 是 中 心 的 , 因而 有 grad U(X) = -F(X) = -和 (X)X. 于 是 我 们 就 有 
ON <P =o, 
其 中 最 后 一 个 等 式 是 因为 (Ol Sa. 四 

现在 考虑 R 上 的 一 个 不 一 定 保守 的 中 心力 场 . 给 定 某 个 时 刻 to, 记 P CR 
为 包含 位 置 向 基 X (to), 速度 向 量 V(to) 以 及 原点 的 平面 (暂时 假设 位 着 向量 和 过 
度 向 最 是 不 共 线 的 ). 注意 , 作用 力 向 量 FOX (lo) 也 位 于 PAP 由 此 似乎 可 以 得 出 ， 
质点 永远 逗留 在 平面 P 上 , 事实 上 , 这 是 成 立 的 ， 
命题 “在 R3 的 一 个 中 心力 场 中 运动 的 质点 永远 逗留 在 一 个 包含 原点 的 固定 平面 上 ; 
证 明 ”假设 质点 在 一 个 中 心力 场 的 作用 下 的 运动 路 线 是 X(). 我 们 有 


Guo) = —Ay(t)) y(t) re) = — 


(Xx V)=VxV+XxV' XXX" =0, 

最 后 一 个 等 式 是 因为 X” 是 X 的 倍数 . 从 而 , Y = X(t) x V(t) 2-7 A. 
MR Y 关 0, 这 就 意味 着 处 ,V 始终 位 于 稚 直 于 YY 的 平面 上 , 此 时 命题 得 证 . 如 
RY = 0, 则 对 某 个 实 函数 g(t) A XH) = 9 HX). RAMA, 与 作用 在 质点 上 
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的 力 一 样 , 运动 质点 的 速度 向 量 的 方向 始终 在 连接 原点 和 该 质点 的 直线 上 . 这 说 


(21 (t), z(t) a(t). 十 是 我 们 就 有 3 个 独立 的 微分 方程 
He = g(Ðzk(, k=1,2,3. 


积分 之 后 就 有 ， 
selt) = hOn), HP A(t) = f g(s)ds. 


于 是 , X(t) 始终 是 X0) 的 一 个 倍数 , 从 而 X(t) 始终 在 一 条 固定 直线 上 运动 , 当 
然 也 就 在 一 个 固定 平面 上 运动 , B 

E mX x V) 称 为 系统 的 角 动 量 , 其 中 m AK. 根据 上 一 命题 
的 证 明 , 这 个 向 营 也 是 这 个 系统 的 一 -个 守恒 量 . 
推论 (ADEFE) 在 一 -个 中 心力 场 中 , 角 动 量 沿 任何 解 曲线 都 十 常数 . B 

现在 我 们 将 注意 力 集 中 到 一 个 保守 的 中 心力 场 . 根据 上 一 命题 , 质点 始终 
位 于 一 个 平面 上 , 我 们 不 妨 假设 这 个 平面 就 是 za = 0， 此 时 ， 角 动量 就 是 向 量 
(0,0, m(x1v2 — ZT201)). & 

l = m(a1v2 — zv). 
于 是 函数 ! 沿 解 为 常数 ， 在 平面 情形 , 我 们 也 称 ! 为 角 动 量 ， 引 入 极 坐标 z1 = 
TCOS0, x2 =rsin@ 后 , 有 
vı = 2, =r’ cosé—rsindé’, 
v2 = z9 = r’ sin + r cos 8”. 
TÆ, 
Z122 一 Z2V1 = rcosb( sind +r cos’) — r sin O(r’ cos8 — r sin 0 0') 
= r?(cos? 8 + sin? 6)6’ 
= 720/. 

从 而 在 极 坐标 中 ,! = mr20. 

现在 我 们 就 来 证 明 开 普 勒 定律 中 的 一 个 . 记 A(t) 为 向 基 X(t) 在 时 间 从 如 到 
t 时 所 扫 过 的 面积 . 在 极 坐标 中 , 我 们 有 dA = ar d0. 定义 面积 速度 为 


A(t) = FPDP, 


BD {ac BE Lak FH EREE. 开 普 勒 观测 到 行星 与 太阳 的 连 线 在 相同 时 间 扫 过 的 
面积 相等 , 我 们 将 此 解释 成 4 = 常数 . 于 是 , 我 们 所 证 明 的 比 它 更 一 般 : 对 于 一 个 
在 保守 中 心力 场 中 运动 的 任何 质点 , 这 个 规律 都 成 立 . 
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现在 , 对 一 个 中 心力 场所 产生 的 保守 系统 , 我 们 就 找到 了 它 的 两 个 运动 常数 ， 

或 两 个 首次 积分 : 总 能 量 和 角 动 其 . 在 19 世纪 , 求解 微分 方程 的 方法 非常 依赖 于 

构造 足够 多 的 这 种 运动 常数 . 而 微分 方程 经 常 不 存在 首次 积分 , 这 个 事实 在 20 世 

纪 逐 渐变 得 显然 . 这 里 罪魁 祸首 就 是 混沌; 我 们 将 在 下 面 两 章 中 讨论 它 . 基本 上 ， 

微分 方程 的 解 在 一 个 开 集中 的 混沌 行为 就 排除 了 在 这 个 集合 中 存在 首次 积分 的 
可 能 . 


13.4 牛顿 中 心力 系统 


现在 我 们 来 专门 讨论 牛顿 中 心力 系统 . 这 个 系统 处 理 单个 行星 围绕 太阳 运动 
的 轨道 我 们 假设 太阳 固定 在 R 中 的 原点 , 而 相对 较 小 的 行星 在 太阳 上 没有 作用 
力 . 太阳 在 行星 上 的 作用 力 由 牛顿 引力 定律 给 出 , 也 称 为 平方 反比 率 . 这 个 定律 断 
言 , 太阳 在 位 于 X € R? 处 的 行星 上 的 作用 力 的 大 小 为 gmem,/r?2, 其 中 m, 为 太 
HER, mp 为 行星 质量 , 9 为 引力 常数 . 这 个 力 的 方向 指向 太阳 . 从 牛顿 第 二 定律 
就 可 得 到 微分 方程 


mpX” = IMT TY 


为 了 简明 起 见 , 我 们 变换 单位 使 得 所 有 的 常数 都 为 1, 这 样 微分 方程 就 变 得 更 加 
简单 


X” = F(X) = ara 
FF 代表 现在 的 力 场 . 写成 一 个 微分 方程 系统 后 , 我 们 有 
X' =V, 
r X 
. 区 全 


这 个 系统 就 称 为 牛顿 中 心力 系统 . 在 本 节 我 们 的 目标 就 是 描述 这 个 系统 的 几何 ; 在 
下 节 , 我 们 将 得 出 这 个 系统 一 个 完整 的 解析 解 . 
显然 , 这 是 一 个 中 心力 场 . 而 且 , 它 是 保守 的 , 这 是 因为 


x . 
XP = gradU(X), 


其 中 势能 U 为 i 


U(X) = -一 . 
|X| 
注意 , F(X) 在 0 处 没有 定义 ; 事实 上 , 当 运 动 质点 与 位 于 原点 的 静止 质点 接 
近 和 碰撞 时 , 这 个 力 场 就 变 成 无 穷 大 . - 
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与 上 节 一 样 , 我 们 不 妨 将 注意 力 集中 到 质点 在 平面 RP 上 的 运动 . 于 是 , 我 们 
来 寻找 位 于 构 形 空间 C = R? — {0} 中 的 解 . 我 们 记 相 空间 为 P = (R? — {0}) x R. 
我 们 直观 地 将 相 空 间 看 成 是 C 中 的 每 一 点 X 处 的 所 有 切 向 基 的 全 体 构 成 的 
集合 . 对 一 给 定 的 X ER? - {0}, 令 Tx ={(X,V)IVeR2}. Tx 就 是 构 形 空间 在 
X 处 的 切 平面 . 于 是 ， 
P= U Tx 


Xec 
就 是 构 形 空间 的 切 空间 , RTE G RARR R 的 一 个 子 集 . 
这 个 相 空 间 的 维 数 是 四 . 但 是 , 我 们 可 以 利用 两 个 已 知 的 首次 积分 — 总 能 
二 和 和 角 动 量 , 将 维 数 减 半 . 我 们 已 知 能 量 沿 解 为 常数 , 而 且 


E(X,V) =K(V)+U(X) = SIV- a 


记 Dn 为 PP 的 一 个 子 集 , 它 由 所 有 满足 E(X, V) = h 的 点 (X, V) 构成 . En 称 为 
总 能 其 为 的 一 个 能 量 曲 面 . ME h > 0, 则 Er 与 Tx 相交 成 一 个 圆周 , 该 圆周 由 


满足 
ve =2 (n+ x) 


的 切 向 基 构 成 . RHR X 处 的 切 平面 上 , 4X 一 0 时, REA KES 
于 œ; 而 当 X 一 o 时 , 这 些 圆 周 的 半径 下 降 到 V2h. 

X h < Om, 能 基 曲 面 Enr 的 结构 则 不 同 . 
WR |X| > -1/h, 则 在 Txn2n 中 没有 向 基 ， 
4 |X| = 一 1/h 时 , Tx 中 只 有 零 向 量 位 于 Enr 
中 . 因而 称 构 形 空间 中 的 圆周 7 = 一 1/h AS 
速 曲 线 . 如 果 X 位 于 零 速 曲线 的 内 部 , 则 像 
前 面 一 样 , Tx 与 能 量 曲面 交 成 一 个 由 切 向 
量 构成 的 圆周 . 图 13.1 给 出 了 Dn FE <0 
时 的 示意 图 . 

现在 我 们 在 构 形 空间 中 引入 极 坐 标 ,而 
图 13.1 在 零 速 曲线 内 部 的 每 个 通过 如 下 的 方式 在 切 平面 上 引入 新 变量 ` 

APB ALL, Ty 和 能 基山。 (rve): 


m z, 交 成 一 个 由 切 向 时 cos _ sind 
构成 的 圆 霹 v= ( } 5) emf ) 
sin 


我 们 有 
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Fr’ =v, HO = ve/r. 再 微分 一 次 , 就 有 
—1 f cos X v2 cos 0 vrvg — sin 
一 一 -一 一 Vv’ 二 t 2 ) 十 r + 7 . 
r? (| |X| (x r (a) ( r v) ( cos0 ) 


从 而 在 新 坐标 (r,0, vr, ve) P, 系统 变 成 


在 这 些 坐 标 下 , 总 能 量 为 
5 (2 + vg) 一 I =h, 
而 且 角 动量 由 ! = rve 给 出 . 记 Ern 是 相 空间 中 总 能 基 为 h, 角 动 量 为 ;的 所 有 点 
构成 的 集合 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 将 注意 力 集中 到 h < 0 的 情形 . 
MAL = 0, 必定 有 ve = 0. 因而 , MR X 位 于 零 速 曲线 的 内 部 , MX 处 的 切 
空间 与 Ero 正好 交 于 两 个 向 量 , 其 形式 为 


+, (a) 
sin ð 

它们 都 位 于 0 和 X 的 连 线 上 , 一 个 指向 0, 另 一 个 远离 0. 在 零 速 曲 线 上 , RAS 
HRE Cao 中 . 于 是 我 们 立刻 看 出 Ero 上 的 每 个 解 都 位 于 一 条 过 原点 的 直线 上 . 
这 个 解 离开 原点 后 沿 一 条 直线 前 进 直到 到 达 零 速 曲 线 , 过 了 这 个 时 刻 , 它 就 后 退回 
到 原点 . 事实 上 , 由 于 当天 一 0 时 , Daro 中 向 量 的 大 小 趋 于 co, 在 (时 间 向 前 向 后 
的 ) 两 个 方向 上 , 这 些 解 都 在 有 限时 间 内 到 达 奇 点 . 这 种 类 型 的 解 称 为 喷 出 - 碰 接 
轨道 . 

4140, 一 种 不 同 的 图 像 就 出 现 了 . 给 定 零 速 曲 线 内 部 的 一 点 X, 有 ve = 
l/r, 于 是 从 总 能 基 的 表达 式 可 得 ， 


ry? = 2hr? + 2r — l. (A) 


因而 方程 (A) AMAF r 的 二 次 多 项 式 必须 是 非 负 的 , 于 是 这 就 对 那些 出 现在 
Ca PX Br 值 加 上 了 限制 . 由 于 六 < 0, 这 个 二 次 多 项 式 的 图 像 是 下 目的 . 当 
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12 > -1/2h 时 , ERA XIR. 从 而 此 时 空间 Dai 是 空 的 . 当 1? = -1/2h Bt, 仪 有 一 
个 根 , ETF r= 一 1/2h 处 . 从 而 这 就 是 此 时 Zh 中 唯一 容许 的 > fA. 在 (7,9) 处 
的 切 平面 中 , 有 = 0,ve = —2hl, 从 而 这 代表 一 个 圆 形 闭 轨 (如 果 ! < 0 则 顺 时 针 
前 进 , Ml > 0 则 反 时 针 前 进 ). 

MEL < -1/2h, 则 这 个 多 项 式 有 一 对 不 同 的 实 根 a, 8, 它们 满足 a < -1/2h < 
B. 注意 a > 0. 记 Acs 为 构 形 空间 中 的 环形 区 域 a < 7 和 8. TH, 运动 在 构 形 空 
间 中 就 限制 在 Aas E- 
命题 ”假设 hh<0 且 < 一 1/2h. W Eri CP 是 一 个 二 维 环 面 . 
证 明 ”对 于 每 个 X € Aas, 我 们 来 计算 位 于 Tx N Zn 中 切 向 量 的 集合 . 如 果 X 
位 于 环 带 的 边界 上 , 方程 (A) 右 端 的 二 次 项 为 零 , 从 而 wr =0,ve = l/r. FÆ, HX 
位 于 环 带 的 边界 上 时 , Tx N Ean 中 有 唯一 的 切 向 量 . 当 X 在 Aap 的 内 部 时 , 有 


1 
ut = +-V2hr? + 2r — 12, ve = l/r, 
r 


从 而 在 这 种 情形 , Tx AL 含有 一 对 向 其 . 注意 , 由 于 对 所 有 的 X, vo 具有 相同 的 
符号 , 这 些 向 最 在 Aao 中 要 么 全 是 顺 时 针 的 , 要 么 全 是 反 时 针 的 ( 见 图 13.2). 从 
而 , 我 们 可 以 认为 Eni 由 Aag 上 的 一 对 图 像 给 出 : 一 个 由 ot 给 出 的 正 图 像 以 及 
一 个 由 w 给 出 的 负 图 像 , 而 且 它们 沿 两 个 边界 圆周 + = a 和 r = 6 连接 成 一 体 . 
(当然 ,“ 真 实 的 ”图 形 是 R 的 一 个 子 集 . ) 这 就 得 到 了 一 个 环 面 . 国 

我 们 会 忍 不 住 认为 环 面 上 由 r = aA r= 5 给 出 的 两 条 曲线 就 是 该 系统 的 两 
条 闭 轨 , 然而 事实 并 非 如 此 . 这 是 因为 , Yr = a 时 , 我 们 有 

I — 1 ug 


1 
Vr = “ata = gatt). 


但 是 , 由 于 方程 (A) 的 右 端 在 7 = LAS, 我 们 有 
2ha? +2a 一 12 =0, 


从 而 ， 
—a +?’ = (2ha + la. 


因为 a < -1/2h, 于 是 就 有 , 4 r = a 时 , r” = v. > 0, 因而 Eae 中 的 解 曲线 在 与 
r=a 相交 时 , 其 r+ 坐标 达到 一 个 极 小 值 . 类 似 地 , Hor = 6, 解 曲 线 的 7 坐标 达到 
一 个 极 大 值 . 

Aas 中 解 的 行为 必定 是 如 图 13.3 所 示 . 注意 , 可 以 容易 地 证 明 , 这 些 解 曲线 
关于 原点 旋转 之 后 仍然 是 解 曲线 , 因而 所 有 和 解 的 行为 都 具有 对 称 性 . 
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图 13.2 乙 ,中 的 一 些 向 是 图 13.3 2 ,中 与 r= wx 或 于 有 
相交 的 解 
但 是 , 还 可 以 说 得 更 多 些 . 事实 上 , 这 些 解 的 每 一 个 都 位 于 一 条 闭 轨 上 , 而 且 它 
在 构 形 空间 中 描绘 出 一 个 椭圆. 为 了 看 出 这 一 点 , 我 们 需要 转 到 分 析 方 面 . 


13.5 ” 开 普 勒 第 一 定律 


对 多 数 的 非 线 性 力学 系统 , 上 节 中 所 作 的 几何 式 分 析 就 是 我 们 的 全 部 期 望 . 但 
是 , 在 牛顿 中 心力 系统 中 , 我 们 很 幸运 : 儿 个 世纪 前 人 们 就 已 经 知道 , 可 以 显 式 地 
写 出 这 个 系统 的 解 . 

考虑 这 个 微分 方程 的 一 个 特定 的 解 曲线 . 该 系统 有 两 个 运动 常数 , 即 , 角 动 基 
! 和 总 能 量 E. = 0 的 情形 就 得 到 喷 出 - 碰 境 解 , 正如 我 们 在 上 节 所 见 . 因而 我 们 
假设 1 AO. 我 们 将 证 明 , 在 构 形 空间 的 极 坐标 中 , 一 个 具有 非 才 和 角 动 量 的 解 在 一 条 
由 r(1 十 ecos9) = s 所 给 出 的 曲线 上 , 其 中 es 为 常数 . TEE ELS 
中 重新 写 出 就 可 以 看 出 , 这 个 方程 定义 了 一 条 圆锥 曲线 . 这 一 事实 就 是 著名 的 开 
普 勒 第 一 定律 . 

为 了 证 明 这 个 事实 , 注意 , 770" MAM ARS. 所 以 % 的 符号 沿 每 条 解 曲线 
保持 不 变 , 从 而 , 9 随时 间 要 么 总 是 增加 , 要 么 总 是 减少 . 于 是 , 沿 解 曲线 , 我 们 可 以 
将 ~ 看 成 9 的 一 个 函数 . 

& W(t) = 1/7 吧 ); 则 到 也 是 69 的 一 个 函数 . 注意 , W = -U. 下 面 的 命题 给 出 
了 动能 的 一 个 有 用 的 表达 式 . 
命题 ”系统 的 动能 可 由 下 式 给 出 : 
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证 明 在 极 坐标 中 , 我 们 有 ， 
K= alr"? + (r6')?). 


AF r= 1/W, 我们 还 有 


ro Wy aw 
r = WwW do do 
最 后 还 有 
rf = L = IW. 
T 
将 它们 代入 K 的 表达 式 就 可 完成 证 明 . E 


现在 , 沿 系统 的 解 曲线 ; 我们 找 出 一 个 联系 W 和 8 的 微分 方程 .由 天 = E-U = 
E+ W, 再 根据 上 一 命题 可 得 


2 
(Sr) +W? = Z(E+W), (B) 
在 上 式 两 边关 于 9 求 导 数 后 , 再 除 以 2dW/d0, 最 后 再 利用 dE/d9 = 0( 能 量 守恒 )， 
就 得 到 
- dW 1 
d+ = 

其 中 1/ 已 是 一 个 常数 . 

注意 , 这 个 方程 就 是 具有 常 值 外 力 1/P 的 调和 振子 方程 . 从 初等 徽 积分 中 可 
知 , 这 个 二 阶 方程 的 解 可 以 写成 下 面 的 形式 ， 


1 
W(0) = B + Acos + Bsinð, 


或 者 , 等 价 地 写成 
1 


W(9) 2 + C cos(6 + 8o), 


其 中 常数 C 和 bo tj AM BAK. 
如 果 将 这 个 表达 式 代 入 方程 (B), 然后 解 出 C( 比 如 , TE 0 + 0 = x/2 处 ) 可 得 


C= 二 五 V 1+ 22E. 
将 这 个 式 子 代入 上 面 的 解 , 就 有 


W(0) = z (i + /1+ QE cos(6 + 90) 
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没有 必要 考虑 根 号 前 面 的 两 个 符号 , 因为 我 们 有 
cos(0 + bo + %) = 一 cos(g 十 00). 
而 且 , 如 果 将 变量 9 替换 成 6 — Oo, 则 我 们 可 以 将 任何 特定 的 解 都 写成 如 下 形式 : 
x (1+ VI+2PE cos) . 


这 看 起 来 相当 复杂 . 但 是 , 从 解析 几何 中 (或 从 本 章 的 习题 2) 可 知 , 极 坐标 中 一 条 
圆锥 曲线 的 方程 为 


“= “(1 + €¢0s4). 
这 里 s EERI, ie > 0 为 该 圆锥 曲线 的 离心 率 . 原点 是 一 个 焦点 , 三 种 情形 
e>le=le<1 FRM MF MHA, MOR, MA. e = 0 的 情形 是 圆周 . 在 我 们 


的 情形 , 有 
e= V1i+22E, 


于 是 这 三 种 不 同 的 情形 分 别 在 EE > 0,E =0,E <0 时 出 现 . 我 们 已 经 证 明 ， 
定理 ( 开 普 勒 第 一 定律 ) 在 牛顿 引力 定律 作用 下 的 质点 运动 轨迹 是 一 条 圆锥 曲 
线 , 其 离心 率 为 


V1+22E. 
根据 已 > 0 已 =0 或 已 <0 的 不 同情 形 , 这 些 轨 迹 分 别 位 于 双 曲 线 、 抛 物 线 或 椭 
AE. E 
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我 们 现在 简要 地 讨论 一 下 一 个 最 初 看 起 来 更 困难 的 问题 一 -二 体 问 题 . 在 这 
个 系统 中 , 我 们 有 两 个 质点 , 它们 在 空间 的 运动 由 相互 之 问 的 万 有 吸引 力 所 决 定 . 
W Xi, X AR 中 两 个 质量 为 m, m 的 质点 的 位 置 .于 是 , Xi = (zx1, 2, 23), 
Xo = (xj, 23,23). 根据 牛顿 引力 定律 , 我 们 可 找 出 它们 的 运动 方程 为 
X2- Xı 
X2- X|? 
Xı- X2 
|X1 - XP 
我 们 从 一 个 生活 在 第 一 个 质点 的 观察 者 的 角度 来 考察 这 些 方程 . OX = X2- 
Xi. 于 是 就 有 


tt 
mı Xi = gmim 


“re 
maXo = gmımə 
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X" = X}- X! 


= gm, ee gn KP 

= g nX — Xe) g 2X; -Xf 
X 

= —g(mi + m2) ep: 


但 是 , 这 正 是 牛顿 中 心力 问题 , 只 不 过 所 选 的 常数 不 同 而 已 . 

因而 , 为 了 求解 二 体 问题 , 我 们 首先 确定 这 个 中 心力 问题 的 解 鲜 (). 而 这 就 使 
得 X 和 X: 的 微分 方程 的 右 端 都 是 上 的 已 知 函 数 , 然后 再 简单 地 积分 两 次 就 可 
找到 X(t) Fl X(t). 

下 面 是 另 一 种 将 二 体 问题 约 化 成 牛顿 中 心力 系统 的 方法 . 二 体系 统 的 质心 为 
向 基 
MXi + mX? 

mi + m2 


计算 表明 X: = 0. 于 是 我 们 必定 有 X. = At+ B, 其 中 A, BER 中 的 两 个 固定 
向 量 . 这 说 明 系统 的 质心 作 勾 速 直 线 运动 . 

现在 我 们 作 坐 标 变换 使 得 系统 的 原点 位 于 Xe. 即 , SY; = Xj 一半 cj = 1,2. 
从 而 对 所 有 的 所 都 有 ma Yi(t)+meYo(t) = 0. 将 微分 方程 用 YY; 重新 写 出 就 可 得 
到 


X= 


y"=_ gm Yi 

1 (mı + m2)? |Y |3? 
y” _ gm} Yo 

2 = 


(ma +m}? |Y 2)?’ 


这 就 得 到 了 一 对 中 心力 问题 . 但 是 由 于 有 mi Y(t) + mYo(t) = 0, 我 们 只 需求 解 
其 中 的 一 个 即 可 . 


13.7 RRR 


在 牛顿 中 心力 问题 中 位 于 原点 的 奇 点 是 我 们 第 一 次 遇 到 这 种 情形 . 通常 我 们 
的 向 量 场 在 整个 R* 上 都 是 定义 好 的 . 在 力学 上 , 有 时 可 以 通过 适当 地 变换 变量 和 
时 间 标 度 而 将 这 种 奇 点 消除 . 在 牛顿 中 心力 系统 中 , 这 可 以 利用 McGehee 引入 的 
一 种 变量 替换 来 达到 [32]. 

我 们 首先 调整 变 基 
1/2 


Ur ST’ Ur, 
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1/2 


ug =T! vg. 


在 这 些 变 基 下 , 系统 变 成 


r = roun, 


G = r73/2u9, 


_ 1 
ul = r73/? (jet-i), 


up = 3/2 (=z) . 


此 时 , 原点 仍然 是 一 个 奇 点 , 但 是 要 注意 , 后 面 三 个 方程 都 是 乘 上 了 r. 简单 地 
HE De Sy HE LE r, 我 们 就 可 以 将 这 些 项 消除 . 这 样 做 了 之 后 , 系统 的 解 曲线 依然 
是 一 样 的 , 只 不 过 参数 发 生 了 变化 . 

准确 地 说 , 我 们 通过 如 下 的 规则 引入 一 个 新 的 时 间 变 量 7: 


dt 
r3/2， 


dr 


根据 链 式 法 则 , 有 
dr drdt 


dr dt dr’ 
对 其 他 变量 也 有 类 似 的 关系 . 在 这 个 新 时 间 标 度 下 , 系统 变 成 
r= Tur, 
0 = ug, 


1 
ür = zër + ug — 1, 


ug = T guruo, 


其 中 变量 上 面 的 点 代表 关于 7 求 导数 . 注意 , 当 r 很 小 时 , dt/dr BES, 从 而 在 原 
点 附近 时 间 t 要 比 “ 时 间 ”7 慢 得 多 . 

原点 不 再 是 这 个 系统 的 奇 点 . 我 们 已 经 将 奇 点 “ 哆 胀 " (blow up) 起 来 , BRT 
一 个 新 集合 7 = 0, 此 时 9,wr, uo 是 任意 的 . 在 这 个 集合 上 , 系统 是 完全 定义 好 的 . 
事实 上 , APS r =0 时 , r = 0, 集合 > = 0 是 这 个 流 的 一 个 不 变 集 . 于 是 , 我 们 在 
r=0 上 引入 了 一 个 虚构 流 . 虽然 在 + = 0 上 的 解 在 真正 的 系统 中 没有 意义 , 但 是 ， 
根据 解 的 连续 性 , 从 中 可 以 得 出 关于 奇 点 附近 解 的 行为 的 许多 信息 . 
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我 们 不 必 考 虑 所 有 的 > = 0， 因为 在 新 坐标 中 总 能 量 关系 变 成 


hr = T +u?) 一 1. 


好 十 u8 二 2，0 是 任意 的 


定义 的 集合 A 是 有 关系 的 . 集合 A 称 为 这 个 系统 的 碰 扩 曲面 ; 因为 在 新 坐标 中 , 任 
AEE r = 0 的 解 都 要 通 近 A, 因而 解 在 A 上 的 行为 就 反应 了 解 在 奇 点 附近 是 如 
何 运动 的 . 注意 , A 是 一 个 二 维 环 面 : Eh 9 方向 的 一 个 圆周 与 uw 平面 的 一 个 
圆周 构成 . 

FEA E, 这 个 系统 约 化 成 


0 = ug, 


. 1 
» 2 
Up = 9 M6 
. 1 
ug = 75 Ure: 


其 中 我 们 利用 能 基 关 系 简化 了 ir. 这 个 系统 很 容易 分 析 . 如 果 wg #0, 就 有 ùr > 0. 
在 A 中 , 沿 任何 uo A 0 HORE, ur 坐标 都 必定 增加 . 

男 一 方面 , ve = 0 都 对 应 于 系统 的 平衡 点 . 系统 在 两 个 圆周 上 都 是 平衡 点 , 其 
中 一 个 圆周 由 we = 0,u, = V2 给 出 (0 任意 ), 另外 一 个 圆周 由 ww = 0,u, = —V2 
给 出 (0 任意 ). 记 C+ 为 这 两 个 圆周 , 其 中 在 C+ 上 , w = +V2. 由 于 u 沿 解 增加 ， 
因而 所 有 解 都 是 从 C- 前 进 到 Ct. 

为 了 完全 了 解 A 上 的 流 , 我 们 在 每 个 urus PELISAAR y MTF: 


Ur = V2sin y, 
ue = VŽ cosy. 


现在 , 这 个 环 面 由 9 A y 所 参数 化 . 在 0w 坐标 中 , 系统 变 成 


0 = V2 cosy, 
. 1 
b= Ja Os: 


现在 圆周 C+ h y= 0/2 给 出 . 在 这 些 方程 中 消去 时 间 后 就 得 到 
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图 13.4 Æ Oy 坐标 中 A 上 的 解 . 注意 8, 都 是 对 mod2r 定义 的 ， 
内 而 这 个 正方 形 的 对 边 被 等 同 后 形成 一 -个 环 面 


现在 回忆 一 下 13.4 节 中 描述 的 喷 出 - 储 扩 解 . 每 个 这 种 解 沿 构 形 空间 中 的 射线 
9 = O° 先 离开 原点 然后 再 返回 . 这 个 解 离 开 时 w > 0( 从 而 up > 0), 而 返回 时 v, <0 
(从 而 w < 0). 于 是 , 在 新 的 四 维 坐标 系 中 , 这 个 解 同时 是 平衡 点 (0,0*, V2, 0) 的 一 
条 不 稳定 曲线 和 平衡 点 (0,0*, -V2,0) 的 一 条 稳定 曲线 ( 见 图 13.5). 对 附近 的 非 碰 
撞 解 又 会 发 生 什 么 呢 ? 它们 先 通 近 “ 较 低 的 ” 平衡 点 (其 0 = 0 u = 一 V2.), 然后 
褒 不 稳定 曲线 中 的 一 支 穿 过 这 点 上 升 到 “ 较 高 的 ” 平衡 点 (其 9 = bw = V2.), 
最 后 沿 这 个 平衡 点 的 不 稳定 曲线 附近 离开 . 如 果 在 构 形 空间 中 解释 这 个 运动 , 我 
们 就 看 到 , 每 个 接近 磁 撞 的 解 先 接近 原点 , 然后 在 9 增加 或 减少 on 个 单位 后 再 逃 
离 . 当然 , 我 们 已 经 知道 这 一 点 , 这 是 因为 这 些 解 在 一 个 很 扇 的 椭圆 上 绕 原 点 飞速 
旋转 . 


图 13.5 在 区 域 > > 0 离开 后 返回 到 A 的 喷 出 ~ 碰撞 解 和 碰撞 曲面 上 的 连结 轨道 
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13.8 RR: 其 他 中 心力 问题 


在 这 个 探索 中 , 我 们 考虑 ( 非 牛 顿 ) 中 心力 问题 , 此 时 的 势能 为 
1 
U(X) = 


Eaa 
其 中 v > 1. 主要 目的 就 是 了 解 近 碰撞 解 . 
(在 杖 坐标 (r0 vn v) 中 写 出 这 个 系统 . 明确 地 陈述 总 能 贡 和 角 动 晤 的 表 
达 式 . 
(2) 利用 计算 机 , E h <0 Ml AO 时 , 研究 这 个 系统 的 解 的 行为 . 
(3) 通过 下 面 的 变 基 圭 换 和 时 间 标 度 的 适当 改变 , 吹 胀 原点 处 的 奇 点 ， 


tp = Ty, ug =r? u9, 


并 写 出 新 系统 . 

(4) 计算 碰撞 曲 而 A 上 的 向 量 场 , 其 中 A 是 根据 总 能 量 关 系 , 由 > = 0 确定 . 

(5) 描述 在 A E44 vy = 2 时 出 现 的 分 岔 . 

(6) 对 所 有 的 ”> 1, 描述 Ca 的 结构 . 

(7) 描述 当 v 通过 2 时 , D1 结构 的 变化 . 

(8) 当 v > 2 时 , 描述 Zh 中 解 的 行为 . 

(9) 假设 1<v < 2. 描述 原点 处 奇 点 附近 的 解 的 行为 . 

(10) 利用 这 个 系统 的 解 关于 原点 的 旋转 保持 的 性 质 , FE < OAL AOR, H 
述 Bh 中 解 的 行为 . 


13.9 RR: 量子 力学 系统 的 经 典 极限 


在 这 个 探索 中 我 们 研究 各 向 异性 的 并 普 勒 问题 . 这 是 依赖 于 一 个 参数 u 的 两 
个 自 巾 度 的 经 典 力学 系统 . 当 u= 1 时 , 这 个 系统 约 化 成 13.4 节 中 讨论 的 牛顿 中 
心力 系统 . 当 hr > 1 时 , 该 系统 出 现 了 一 些 各 向 异性 , 因而 它 不 再 是 一 个 中 心力 场 . 
与 中 心力 系统 一 样 , 我 们 仍然 有 一 些 喷 出 - RE UE, 但 附近 轨道 的 行为 与 py = 1 
的 情形 十 分 不 同 . 

各 向 异性 的 开 普 勒 问题 首先 是 由 Gutzwiller 作为 某 种 量子 力学 系统 的 经 典 力 
学 过 近 而 引入 的 . 特别 地 , 当 人 们 寻找 电子 在 一 个 半导体 的 施主 杂质 附近 的 束缚 态 
时 , 这 种 系统 就 自然 地 产生 了 . 这 里 , 势能 由 通常 的 库仑 场 决定 , 然而 由 于 固体 中 的 
电子 能 带 结构 , 动能 成 为 各 向 异性 的 . 等 价 地 , 我 们 可 以 认为 这 个 系统 具有 一 个 各 
向 异性 的 势能 函数 ,Gutzwiller 认为 这 种 情形 类 似 于 电子 在 一 个 方向 的 质量 要 比 
其 他 方向 来 得 大 . 对 于 这 个 工作 在 二 子 力学 中 应 用 的 更 多 背景 ,参见 [22]. 


各 向 异性 的 开 普 勒 系统 为 
1 THI 

~ Ga pj 
n -y 


ETIA 


其 中 是 一 个 参数 , 我 们 假设 4 > 1. 
(1) 证 明 这 个 系统 是 保守 的 , 其 势能 为 
-1 


VaT 


U(z,y) = 


并 写 出 总 能 重 的 明确 表达 式 . 

(2) SRE A < 0 时 , 描述 能 量 曲 面 2x 的 几何 结构 . 

(3) 限制 在 负 能 其 的 情形 , 证 明 与 零 速 遇 线 相交 的 解 只 有 位 于 构 形 空间 的 BH 
和 轴 上 的 (直线 ) 喷 出 - 碰 擅 轨道, 

(4) 证 明 角 动量 不 再 是 这 个 系统 的 一 个 首次 积分 . 

(5) 在 极 坐标 中 重新 写 出 这 个 系统 . 

(6) 像 在 牛顿 中 心力 问题 (13.7 节 ) 中 一 样 , 通过 变换 变 世 和 时 间 标 度 吹 胀 奇 
点 , 并 写 出 一 个 在 7 =0 处 没有 任何 奇 点 的 新 系统 . 

(7) 描述 碰撞 曲面 A(Z 与 新 坐标 中 的 + = 0 的 交集 ) 的 结构 . 特别 地 , 为 什么 
有 人 称 这 个 曲面 为 葫芦 环 ? 

(8) Rih A 上 的 所 有 平衡 点 并 确定 这 些 点 处 的 线性 化 系统 的 特征 值 确定 A 

上 的 哪些 平衡 点 是 汇 点 、 源 点 和 鞍点 . 

(9) 解释 当 u = 9/8 时 出 现 的 分 贫 . 

(10) RE A 上 一 个 沿 所 有 非 平 衡 解 都 非 减 的 函数 . 

(11) 确定 碰 措 曲面 上 鞍点 的 稳定 和 不 稳定 曲线 的 命运 . 提示 : 在 该 曲面 上 重 
新 写 出 方程 , 消去 时 间 参 数 , 当 解 在 A LAR, 估计 它们 的 斜率 . 

(12) 当 A > 9/8 时 , 用 定性 语言 描述 x 轴 上 喷 出 -- 碰 擅 轨 道 附近 的 解 接近 碰撞 
时 的 行为 . 特别 地 , 在 构 形 空间 中 , 它们 是 如 何 逃 离 原点 的 ? 当 解 在 y 轴 附 近 行 进 
时 , 它们 是 如 何 通 近 碰撞 的 ? 


习 是 
1. 下 面 哪些 R? 上 的 力 场 是 保守 的 ? 
(a) F(a, y) = (—2?, —2y?); 
(b) F(z, y) = (x? — y?, 2zy); 
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A 


(c) F(z,y) = (x,0). 
2. 证 明 当 ece>1,c=1 和 ee<1 时 ,方程 
z = =i + ecos@) 
St A EAM HAR, MAH. 

. 在 牛顿 中 心力 系统 中 , 考虑 一 个 质点 在 时 刻 t= 0 从 原点 直接 离开 的 情形 . 找 
出 这 个 解 的 一 个 明确 表达 式 , 并 讨论 该 质点 的 相应 运动 . 对 哪些 初 值 条 件 , 质 
点 会 最 终 返回 ? 

. 在 牛顿 中 心力 系统 中 , 当 疡 > 0A h= O0 时 , 描述 Bn 的 几何 结构 . 

. R F(X) AR 中 的 一 个 力 场 . 令 Xo, Xi AR PHBA, Y(s), 80 <s < 51 
AAR? 中 一 条 从 Xo 到 X1 的 路 径 , 其 中 的 s 为 弧 长 参数 , 将 质点 沿 这 条 路 径 
移动 所 做 的 功 定义 为 积分 


Co 


CI 心 


广 F(Y(s))- Y’(s)ds, 


其 中 Y'(s) 为 这 条 路 径 的 (单位 ) 切 向 基 . 证 明 力 场 为 守恒 的 当 且 仪 当做 功 与 
路 径 无 关 . 事实 上 , 如 果 F= -grad V, 则 做 的 功 为 V(X1) — V(X). 
6. 描述 由 


wo x 
«= 区 
给 出 的 非 牛 顿 中 心力 系统 的 解 . 
7. 讨论 方程 x 
x" TXB 


的 解 . 这 个 方程 对 应 于 原点 处 的 一 个 排斥 力 , 而 不 是 吸引 力 . 


”8. 这 个 以 及 下 面 两 个 问题 都 是 讨论 二 体 问 题 , 令 势 能 为 
—! gmime 
X2- XI’ 
而 且 
ðU QU OU 
grad; (U) = (z. x2) 。 


证 明 这 个 二 体 问 题 的 方程 可 以 写成 


mjX} = —grad ji(D). 


0. 证 明 该 系统 的 总 能 量 K + 是 一 个 运动 常数 , 其 中 
K = 1 (m|V 1? + m|V2}). 
10. 这 个 系统 的 角 动 其 定义 为 
l= m (X1 x Vi) + m2(X2 x V2), 


证 明 i 也 是 一 个 首次 积分 . 
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在 我 们 至 今 研究 的 所 有 微分 方程 中 , 没有 出 现任 何 “ 混 沌 ”. 理由 是 简单 的 : 
并 始 几 章 的 线性 系统 总 是 展示 简单 可 预测 的 行为 . (是 的 , 在 第 6 章 的 振子 系统 中 ， 
我 们 看 到 解 在 环 面 上 稠密 缠绕 , 但 这 不 是 混沌 .) 而 卫 , 对 于 后 面 几 童 中 的 非 线 性 平 
面 系统 , 庞 加 莱 - 本 迪克 吉 定 理 完 全 排除 了 混沌 行为 的 可 能 性 . 所 以 , 为 了 找到 混沌 
行为 , 我 们 需要 在 非 线性 的 高 维系 统 中 去 寻找 . 

在 本 章 中 , 我 们 研究 气象 学 中 的 洛 伦 获 (Lorenz) 系统 , 毫 无 疑问 , 这 个 系统 在 
所 有 混沌 微分 方程 中 是 最 著名 的 . 这 个 系统 首先 由 E. N. MERE 1963 年 作为 大 
气 对 流 的 一 个 极其 简化 模型 而 引入 , 它 具 有 后 米 人 们 所 熟知 的 “奇怪 吸引 子 ”. 在 
洛 伦 欧 模型 被 人 们 知道 之 前 , 微分 方程 中 的 稳定 吸引 子 已 知 类 型 仅 有 平衡 点 和 闭 
P. 在 科学 技术 的 所 有 领域 , 洛 伦 欧 系统 都 真正 为 人 们 并 条 了 新 的 视野 : 后 来 发 现 
洛 伦 蒋 系 统 中 的 许多 现象 在 我 们 前 面 研 究 的 所 有 领域 (生物 学 、 电 路 理论 、 力 学 
以 及 其 他 领域 ) 中 都 存在 . 

混沌 系统 的 研究 在 随后 的 40 年 取得 了 极 大 的 进展 . 然而 , 需要 提醒 的 是 , 分 
析 像 洛 伦 欧 系统 这 样 特定 系统 的 混沌 行为 通常 是 极 共 困 难 的 . 多 数 可 以 理解 的 混 
汪 行 为 都 来 自 于 特定 微分 方程 的 几何 模型 , 而 不 是 实际 方程 本 身 . 事实 上 , 这 就 是 
我 们 这 里 采取 的 方法 . 我们 将 介绍 洛 伦 获 系统 的 一 个 几何 异型 ; 利用 离散 动力 学 
中 的 工具 , 可 以 完全 地 分 析 这 个 模型 . 虽然 30 多 年 前 人 们 就 知道 了 这 个 模型 , 有 趣 
的 是 , 直到 1999 年 , 才 证 明 这 个 模型 与 洛 伦 欧 系 统 是 等 价 的 . 


14.1 PERRIN 


在 1963 年 , E. N. 洛 伦 欧 [29] 试图 建立 一 个 微分 方程 系统 来 解释 其 些 不 可 预 
测 的 天 气 行 为 . 多 数 实际 的 天 气 模型 部 涉及 偏 微分 方程 , 洛 伦 欧 找到 了 一 个 非常 
简单 而 又 容易 分 析 的 系统 . 

洛 伦 欧 模 型 可 以 如 下 (多 少 有 些 不 太 精 确 地 ) 考虑 . 想象 一 颗 行星 的 “大 气 层 ” 
仅 由 一 种 单一 的 流体 质点 构成 . 像 地 球 上 一 样 , 质点 在 下 面 被 加 热 (然后 上 升 ) 而 
且 在 上 面 被 冷却 (十 是 再 落下 ). 气象 专家 能 够 预测 这 颗 行 星 上 的 “天 气 ” 吗 ? BAR 
的 是 , 回答 是 “不 能 ”, 这 就 对 地 球 上 准确 预报 天 气 产生 了 大 其 的 问题 , 而 地 球 大 
气 层 实际 上 有 好 多 种 质点 . 

准确 点 说 , 洛 伦 欧 考 虑 一 个 二 维 流 元 , 从 它 的 下 面 加 热 而 在 上 面 冷 却 . 流体 的 
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运动 可 以 用 一 个 包含 无 穷 多 个 变 基 的 微分 方程 系统 来 描述 . 洛 伦 欧 作 了 一 个 巨大 
的 简化 假设 : 这 些 变 其 中 除了 3 个 外 都 保持 常 值 . 粗略 地 说 , 剩 下 的 3 个 独立 变 基 
Ay Bil tt BERT “RFE” EAE (z), 以 及 水 平方 向 和 竖 直 方向 的 温度 变化 (分 别 为 y 
和 z). 发 生 的 运动 就 导致 一 个 三 维 微 分 方程 系统 , 其 中 涉及 3 TSM: Prandtl 常 
数 o, Rayleigh 常数 7 以 及 另外 一 个 参数 b, 它 与 系统 的 实际 大 小 有 关 . 当 作 了 所 有 
这 些 简 化 后 , 最 后 的 微分 方程 系统 包含 两 个 非 线性 项 , 它 的 具体 方程 为 


x’ =a(y—2), 
y =TrT— Yy- TZ, 


z’ = ry — bz. 


在 这 个 系统 中 , 假设 3 个 参数 都 是 正 的 , MH c > 5 +1， 我们 将 这 个 系统 记 为 
X' = L(X). 当 参 数 o = 10,b = 8/3,7 = 28 时 , 我 们 在 图 14.1 中 画 出 了 两 条 解 曲 
线 , 对 应 的 初 值 条 件 分 别 为 P = (0,2,0) 和 Pz = (0, —2,0). 上 面 的 参数 就 是 洛 伦 
蒋 发 现 中 的 原始 参数 . 注意 , 两 个 解 在 出 发 时 非常 不 同 , 然而 最 终 它 们 的 命运 多 少 
是 相同 的 : 它们 似乎 都 围绕 着 一 对 点 在 缠绕 , 而 且 时 常 变换 所 缠绕 的 对 象 . 这 是 关 
上 洛 伦 欧 系统 的 第 一 个 重要 事实 : 所 有 非 平衡 解 最 终 部 趋向 同一 个 复杂 的 集合 ， 
也 就 是 所 谓 的 洛 伦 莹 吸引 子 . 


图 14.1 洛 伦 获 吸引 子 . 两 个 解 分 别 对 应 于 初 值 条 件 Pi = (0,2,0) 和 Ps = (0, —2,0) 


这 里 隐藏 着 另 一 个 重要 事实 . 在 图 14.1 中 , 我 们 从 离开 相对 较 远 的 两 个 点 出 
发 . 如 果 我 们 从 两 个 很 接近 的 初 值 条 件 出 发 , 将 不 会 再 观察 到 图 14.1 中 明显 的 “ 短 
暂行 为 ". 这 时 , 对 两 个 解 , 我 们 将 得 到 多 少 相同 的 图 像 . 但 是 , 这 么 说 其 实 是 在 误 
导读 者 . 当 画 这 两 个 解 的 实际 坐标 时 , 我 们 发 现 , 在 围绕 洛 伦 获 吸 引子 的 旅程 中 ， 
这 两 个 解 事实 上 相隔 很 远 . 这 点 如 图 14.2 所 示 , 其 中 我 们 画 出 了 两 个 相 邻 出 发 的 
解 的 x 坐标 , 其 中 一 个 从 (0,2,0) 出 发 , 另 一 个 从 (0,2.01,0) 出 发 . 在 一 定 的 时 间 
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R, 这 两 个 图 像 几乎 重合 , 然而 当 一 个 解 绕 着 吸引 子 的 一 瓣 前 进 , 而 另 一 个 解 绕 着 
另 一 瓣 前 进 时 , 这 两 个 图 像 就 相当 不 同 了 . 不 管 两 个 解 出 发 时 多 么 接近 , MEE 
近 吸 引子 时 , 它们 总 是 按 这 种 方式 分 开 . 这 就 是 对 初 值 条 件 的 孝感 依赖 性 , ERIE 


pi A Mt 
a rea 


| ul 


图 14.2 两 个 相 邻 初 值 条 件 Pi = (0,2, 0) 和 Pe = (0, 2.01, 0) 的 z(t) BUR 
我 们 将 在 本 章 中 详细 描述 吸引 子 和 混沌 的 概念 . 但 首先 , 我 们 需要 研究 洛 伦 
蒋 系 统 的 一 些 常见 特征 . 
14.2 洛 伦 茨 系 统 的 初等 性 质 


像 通常 一 样 , 为 了 分 析 这 个 系统 , 我 们 从 寻找 平衡 点 开始 . 经 过 一 些 容易 的 代 
数 运算 可 知 系统 有 3 个 平衡 点 , 原点 以 及 


Q+= (tvVb(r—1), +vVb(r—1), r—1). 


后 面 2 个 平衡 点 只 有 当 7 > 1 时 才 存 在 , 这 样 我 们 就 看 到 在 r = 1 BA. 
线性 化 后 我 们 得 到 系统 


上 面 矩 阵 在 原点 处 的 特征 值 是 -5 以 及 
As = 3 (-0+ 1) Veta). 


注意 , 4 0<r< 1E, 和 + 都 是 负 的 . 从 而 , 原点 此 时 是 一 个 汇 点 . 
洛 伦 获 系统 LX) 具有 一 种 对 称 性 . 如 果 令 S(z,y,z) = (2, -y, z), 则 我 们 
有 S(L(X)) = L(S(X)). E, 关于 z 轴 的 反射 保持 这 个 向 量 场 .特别 地 , 如 果 
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(x(t), y(t), z(t) 是 洛 伦 获 方 程 的 一 个 解 , 则 (elt), y(t), z(t) 也 是 该 方程 的 一 个 
解 . 

当 z =y=0 时 ,有 x =y = 0, Am 2 轴 是 不 变 的 . 在 这 个 轴 上 , 我 们 简单 地 
有 x = —bz, 因而 这 个 轴 上 的 所 有 的 解 都 趋 于 原点 . 事实 上 , 当 r < 1 AR 中 
的 任 一 点 的 解 都 趋 于 原点 . 也 就 是 : 
命题 ”假设 r <1. 洛 伦 获 系 统 的 所 有 人 解剖 趋 于 位 于 原点 的 平衡 点 . 
证 明 ”我 们 来 构造 整个 R 上 的 一 个 严格 李 雅 普 诺 夫 函数 . 令 

L(x, y,z) = £? +04? + 02°. 
于 是 我 们 有 
L= —20 (£? +y? — (1 +r)zy) — 20b2?. 
于 是 , 如 果 在 (x,y) #0 时 , 有 
g(x,y) = £? +y? —(14r)zy > 0， 


AERA RRA L< 0. 沿 y 轴 , 这 显然 正确 . 沿 zy 平面 上 的 其 他 直线 y = mz, 
我 们 有 


g(x,mz) = z? (m? — (1 +r)m + 1). 


但 是 当 7 < 1 时 , 容易 验证 , 一 项 式 m? - (1+r)m +1 IFAR m 都 是 正 的 . A 

而 当 (x,y) # (0,0) 时 , 有 g(z,y) > 0. a 
“or 增加 并 通过 值 1 后 , 要 发 生 两 件 事 . 首先 , 原点 处 的 特征 值 和 变 正 , 于 是 

原点 现在 是 一 个 鞍点 , 它 具 有 一 维 的 稳定 曲面 和 一 维 的 不 稳定 曲线 . 其 次 ,在 r=1 

时 , 两 个 平衡 点 Qs 在 原点 产生 , 并 且 在 7 增加 时 , 它们 从 原点 离开 , 

命题 ”如果 l 


l<r<r* =o o+b+3 
~~ \a-b-1)’ 


则 两 个 平衡 点 Os 都 是 汇 点 . 
证 明 从 线性 化 我 们 可 以 算出 Qi 处 的 特征 值 满足 三 次 多 项 式 


FAA) =A + (1 +6+0)d? + b(o +r)d + 2bo(r — 1) = 0. 


4r=1h, 多 项 式 有 有 3 个 不 同 的 根 , 分 别 是 0, -bM -0-1 这 些 根 不 同 是 因 
Ao>b+1, 于 是 有 


-¢0-l<-0+1<-bd<0. 
从 而 当 7 KF 1 但 靠近 1 时 , 广 有 接近 这 3 个 值 的 3 个 实 根 , 注意 , 4 ASO 


r> tit, f(A) > 0. Af HARI, 至 少 当 7 接近 1 时, 所 的 3 个 根 都 是 
实 的 , 而 且 都 为 负 . 
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我 们 现在 让 7 增加 , 来 看 所 具有 和 零 实 部 特征 值 时 7 的 最 小 取 值 . 注意 , 由 于 fe 
是 一 个 实 多 项 式 而 且 当 ” > 1 时 它 没有 零 根 , 因而 这 个 特征 值 的 形式 必定 是 士 iw， 
w #0. 通过 在 方程 friw) = 0 中 同时 令 虚 部 和 实 部 为 零 就 可 得 出 命题 的 结论 ( 注 
意 , 我 们 已 经 假设 rc > b+ 1). a 

人 们 已 经 知道 , 在 六 处 会 出 现 一 个 霍 普 夫 分 岔 , 但 是 证 明 这 件 事 超出 了 本 书 
的 范围 ， 

当 7 > 1 时 , 所 有 解 都 趋 于 原点 这 件 事 不 再 正确 . 但 是 , 我 们 可 以 说 , 从 远离 原 
点 的 地 方 出 发 的 解 的 确 会 运动 到 较 靠 近 的 地 方 . 为 了 说 得 准确 , 我 们 令 


V(z, Y, z) = rz? + oy? + a(z 一 27)2. 


注意 , 方程 V(x,y,z) =v >0 EMT R 中 一 个 中 心 在 (0,0, 2r) 处 的 椭 球 面 . 我 们 
来 证 明 ， 
命题 ”存在 v* 使 得 所 有 从 椭 球 了 < v* 外 部 出 发 的 解 , 最 终 都 要 进入 这 个 椭 球 ， 
并 且 在 将 来 的 所 有 时 间 都 始终 陷 在 这 个 椭 球 中 . 
证 明 我 们 来 作 计 算 
V = —20 (rz? +y? + b(22 一 2rz)) 
= —2ø (rz? + y? + b(z — r)? — br?). 


方程 


re? +y + b(z—r)? =p 


在 4>0 时 也 定义 了 一 个 椭 球 面 . 当 jy > br? 时 , RITA V < 0. 于 是 , 我 们 可 取 o 
充分 大 使 得 椭 球 面 V = v* 的 内 部 严格 包含 椭 球 面 


rz? ++b(z 一 r)2 = br?. 


24 v > v 时 ,就 有 V < 0. a 

作为 一 个 推论 , 我 们 得 出 , 所 有 从 远离 原点 出 发 的 解 都 被 吸引 到 位 于 椭 球 面 
V =o 内 部 的 一 个 集合 . 记 A 为 所 有 这 样 的 点 PP 构成 的 集合 , 从 P 出 发 的 解 在 所 
有 了 时间 (向 前 和 向 后 ) 都 始终 逗留 在 椭 球 面 V = vw 的 内 部 . FRR RAE 
一 解 的 w 极限 集 都 必定 位 于 A 中 . 理论 上 , A 可 以 是 一 个 很 大 的 集合 , 有 可 能 包含 
R? 中 的 一 个 开 区 域 . 然而 , 对 于 洛 伦 获 系统 , 情况 不 是 这 样 的 . 

为 了 看 出 这 点 , 从 微 积分 中 我 们 知道 , R? 中 的 一 个 向 量 场 FX) 的 散 度 定义 
为 


3 
divF= >》 oF (x). 
i=. ~~? 
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下 的 散 度 基 度 体积 在 F 的 流 作用 下 的 变化 快慢 . 假设 D 是 R 中 一 个 具有 光 
滑 边 界 的 区 域 , 令 D(t) = (D), 即 D 在 流 的 时 间 t 映射 下 的 像 . 记 V(t) 为 DE) 
的 体积 . 刘 维尔 定理 断言 
dv _ 
dt Dit 
对 于 洛 伦 区 系统 , 我 们 可 以 立刻 算出 它 的 散 度 为 常数 -(o + 1+ 昌 ,因而 体积 
按 常 值 速率 减少 


div F dzdydz. 
) 


dV 


求解 这 个 简单 的 微分 方程 就 可 得 出 
V(t) =e 74144) (0), 


因而 任何 体积 都 按 指数 速度 缩小 到 0. 特别 地 , 我 们 有 : 

命题 A 的 体积 为 零 . a 
一 个 自然 的 问题 就 是 , 对 于 “吸引 子 ”A 的 结构 , 我 们 还 能 说 些 什么 呢 ? 在 二 

维 时 , 这 样 的 一 个 集合 由 一 些 极限 环 、 平 衡 点 以 及 连接 它们 的 解构 成 . 在 高 维 时 ， 

这 些 吸 引子 可 以 非常 “奇怪 ”, 我 们 将 在 下 节 看 出 这 点 . 


一 


14.3 ” 洛 伦 茨 吸引 子 


洛 伦 蒋 系统 在 参数 > 增加 时 的 行为 是 非常 现代 的 研究 领域 , 严格 了 解 这 个 系 
统 在 参数 变化 时 出 现 的 令 人 着 迷 的 所 有 动力 现象 可 能 还 需要 几 十 年 (不 说 几 百 年 
的 话 ). 关于 这 个 领域 , Sparrow[44] 已 经 写 了 一 整 本 书 . 

在 本 节 我 们 将 讨论 一 个 特别 的 参数 集 , 此 时 洛 伦 获 系 统 有 一 个 吸引 子 . 粗略 地 
说 , 流 的 一 个 吸引 子 就 是 一 个 “吸引 ”所 有 附近 解 的 不 变 集 . 准确 地 说 就 是 : 
定义 WX’ =F(X) ER 中 的 一 个 微分 方程 系统 , 它 产生 的 流 记 为 94. 一 个 集 
合 A 称 为 一 个 吸引 子 , MR 

(1) A 是 紧 的 和 不 变 的 ; 

(2) 存在 包含 A 的 开 集 U 使 得 对 每 个 下 CU 和 所 有 的 t> 0, 都 有 内 ( 瑟 ) EU, 
而 且 Nizo% (U) = A; 

(3) (传递 性 ) 任 给 两 个 点 Y, Y E A, UR Y; TE U 中 的 任意 开 邻 域 Uj, WE 
在 从 U, 中 出 发 的 一 条 解 曲线 经 过 Ue. 国 

定义 中 的 传递 性 条 件 似乎 有 些 奇怪 . 基本 上 , 我 们 把 它 包 含 进来 是 为 了 保证 我 
们 寻找 的 只 是 一 个 吸引 子 , 而 不 是 一 组 动力 学 不 同 的 吸引 子 . 例如 , 我 们 来 看 一 个 
平面 系统 的 例子 , 传递 性 条 件 会 排除 掉 这 种 情形 : 
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y = -y. 


这 个 系统 的 相 图 如 图 14.3 所 示 . 注意 , 该 系统 的 任何 解 都 要 进入 图 中 标示 为 U 的 
集合 , 然后 再 趋 于 以 下 3 个 平衡 点 之 一 : 位 于 (+1,0) 的 汇 点 以 及 位 于 (0,0) HR 
点 . 流 gi 在 U 上 作用 后 的 正 向 交集 为 > 轴 上 的 区 间 -1 < xz < 1. 这 个 区 间 满 足 
定义 中 的 条 件 1 和 条 件 2, 但 与 条 件 3 冲突 , 这 是 因为 没有 解 曲线 同时 经 过 这 个 区 
间 的 左 端点 和 右 端点 . 我 们 倾向 于 认为 这 个 集合 不 是 一 个 吸引 子 , 因为 多 数 解 都 
BF 2 个 汇 点 中 的 一 个 . 在 这 种 情形 , 我 们 实际 上 有 2 个 不 同 的 吸引 子 . 


ASE 
aR 


图 143 虽然 所 有 的 解 都 进入 U, 但 是 > 轴 上 位 于 两 个 汇 点 之 间 的 区 间 并 不 是 该 系统 的 
一 个 吸引 子 


需要 说 明 的 是 , 数学 上 没有 一 个 被 普遍 接受 的 吸引 子 定义 . 有 些 人 倾向 于 认 
为 满足 条 件 1 和 条 件 2 的 集合 A 就 是 一 个 吸引 子 , 而 当 A 也 满足 条 件 3 时 , 它 就 
被 称 为 一 个 传递 的 吸引 子 . 对 平面 系统 , 条 件 3 常常 很 容易 验证 ; 但 是 在 高 维 情形 ， 
下 面 我 们 将 看 到 , 这 点 可 能 会 非常 困难 . 

在 本 章 剩 下 的 部 分 , 我 们 将 注意 力 集中 到 洛 伦 获 系统 一 个 非常 特殊 的 情形 ; 
此 时 的 参数 分 别 为 o = 10,b = 8/3,7 = 28. 历史 上 , 洛 伦 欧 首先 使 用 这 些 参数 在 这 
个 系统 中 观察 到 了 混沌 现象 . 于 是 , 我 们 所 考虑 的 特定 洛 伦 茨 系统 就 是 


10(y ~ z) 
X' = L(X) = | Br- y-rzrz |. 
zy — (8/3)z 


同上 节 一 样 , 我 们 有 3 个 平衡 点 ; 原点 以 及 Qs = (46V2, +6v2, 27). 在 原点 
我 们 找到 特征 值 和 1 = -8/3 和 


11. 1201 
zt 2 
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为 了 后 面 的 应 用 , 需要 注意 这 些 特征 值 满 足 
à- < —À4 <AX<0<A 和 +. 


于 是 原点 处 的 线性 化 系统 就 是 


A 0 0 
Y’ = 0 入 十 0 Y. 
0 0 A 


这 个 线性 化 系统 的 相 图 如 图 14.4 所 示 . 注意 , 该 系统 的 稳定 平面 上 的 所 有 解 (z 轴 
上 的 解除 外 ) 前 是 切 于 z 轴 地 趋 于 原点 . 


图 14.4 洛 伦 欧 系统 在 原点 处 的 线性 化 


在 Qs 处 , 计算 表明 仅 有 一 个 负 实 特征 值 和 一 对 具有 正 实 部 的 复 共 轿 特征 值 . 
注意 , 洛 伦 获 系统 中 的 对 称 性 迫使 关于 QO, 和 Q- 的 旋转 方向 相反 . 

在 图 14.5 中 , 我 们 展示 了 通过 数值 计算 得 到 的 原点 不 稳定 曲线 左右 两 支 的 一 
部 分 . 注意 , 不 稳定 曲线 的 右边 一 支 先是 接近 Q, 然后 再 盘旋 地 离开 . 左边 一 支 的 
行为 与 右边 一 支 的 行为 ) 关于 过 z 轴 的 反射 对 称 . 在 图 14.6 中 , 我 们 展示 了 不 稳 
定 曲线 引 人 注 目的 很 大 部 分 . 注意 , 它们 似乎 在 围绕 这 2 个 平衡 点 旋转 , 有 时 绕 着 
Q- 盘旋 , 有 时 绕 着 Q, 盘旋 . 特别 地 , 这 些 曲线 与 平面 z = 27 上 包含 Os 的 部 分 
连续 不 断 地 相交 , 在 平面 z = 27 上 的 这 一 部 分 , 向 莽 场 指向 下 方 . 这 使 我 们 想到 在 
平面 z = 27 的 这 一 部 分 上 构造 一 个 庞 加 莱 映 射 . 正如 我 们 在 前 面 看 到 的 那样 , 计 
算 庞 加 菜 映 射 通常 是 不 可 能 的 , 现在 的 情形 也 不 例外 . 因而 , 我 们 将 仅 满足 于 建立 
一 个 简化 的 模型 , 这 个 模型 具有 我 们 在 洛 伦 欧 系统 中 发 现 的 许多 行为 . 我 们 在 接 
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下 来 的 一 节 中 将 看 到 , 这 一 模型 提供 了 一 个 可 计算 的 手段 , 使 得 我 们 可 以 估算 该 系 
统 的 混沌 行为 . 


图 14.5 原点 的 不 稳定 曲线 


图 14.6 原点 不 稳定 曲线 的 更 多 部 分 


14.4 洛 伦 菊 吸 5 引子 的 一 个 模型 


在 本 节 , 我 们 描述 洛 伦 获 吸引 子 的 一 个 几何 模型 , 它 最 初 由 Guckenheimer 和 
Williams[20] 提出 . Tucker[46] 证 明了 , 对 于 某 些 参数 , 这 个 模型 的 确 真 正 对 应 于 原 
来 的 洛 伦 区 系统 . 我 们 并 不 明确 地 指定 该 模型 的 向 量 场 , 而 是 给 它 的 流 一 个 定性 
描述 , 这 一 点 非常 类 似 于 我 们 曾 在 第 11 章 中 采取 的 方式 . 我 们 所 使 用 的 一 些 特定 
数字 并 不 重要 , 重要 的 是 它们 之 间 的 相对 大 小 . 

与 洛 伦 获 系 统一 样 , 我 们 假设 这 个 模型 关于 反射 (x,y,z) 一 (—2, 一 y,z) 是 对 
PRAY. 我 们 首先 在 R? 的 原点 放置 一 个 平衡 点 , 并 且 假 设 在 由 [zl lyh |e} < 5 所 给 出 
的 立方 体 S H, 系统 是 线性 的 . 我 们 不 使 用 实际 洛 伦 获 系 统 中 的 特征 值 A 和 A, 
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为 了 简化 一 点 计算 , 我 们 假设 特征 值 为 -1,2 和 -3, 从 而 在 立方 体 S 中 , 模型 的 系 
统 如 下 给 出 ; 


gz’ = 一 37， 
‘= 2y, 
z = =z. 


注意 , 这 个 系统 的 相 图 与 图 14.4 中 给 出 的 相 图 一 致 , 而 且 特 征 值 之 问 的 相对 大 小 
与 洛 伦 获 系统 情形 也 是 相同 的 . 

我 们 需要 知道 解 在 (0,0,0) 附近 是 如 何 经 过 的 . 考虑 平面 z = 1 中 由 |z| < 
1,0 <y <e <1 所 给 出 的 矩形 Ri. 当时 间 向 前 时 , 所 有 从 Ri 中 出 发 的 解 最 终 都 
要 到 达 和 矩形 Re, 其 中 矩形 Ro 位 于 平面 y =1 中 ,由 |z| < 1,0<z<1 所 定义 .十 
E, 我 们 就 得 到 一 个 函数 h: Ri 一 Ro, 跟随 解 曲线 从 Ri 到 Ro 就 给 出 了 的 定 
X. 我 们 可 以 验证 (这 一 验证 留 作 习题 ) 这 个 函数 具有 形式 


z) 1zy fay? 
()-()- Gee): 
由 此 可 知 , h KR 中 的 线段 y = c 带 到 Ro 的 线段 z = cl2， 同 时 , 由 于 


x, = szi, AA h HRE oc = ce 映 到 形 如 zl = c? 的 曲线 . 每 条 这 种 像 曲 线 都 与 zy 
平面 垂直 相交 , 如 图 14.7 所 示 . 


图 14.7 经 过 (0,0,0) 附近 的 解 


模仿 洛 伦 获 系统 , 我 们 在 平面 z = 27 上 放置 另外 2 个 平衡 点 ， 一 个 位 于 
Q- = (-10,-20,27), 而 另 一 个 位 于 Q4 = (10,20,27). 我 们 假设 由 y = £20, z = 27 
给 出 的 线段 构成 Qs 的 稳定 直线 的 一 部 分 , 而 且 这 些 平衡 点 处 的 另外 2 个 特征 什 
是 具有 正 实 部 的 复数 . 
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W E AIEA |z|, ly] < 20,z = 27. 我 们 假设 在 这 个 正方 形 的 内 部 向 量 场 指向 
FA. 从 而 解 按 与 洛 伦 获 系 统 相同 的 方式 盘旋 离开 Qa. 我 们 还 假设 (0,0,0) 的 稳 
定 曲面 与 首先 相交 于 zz 平面 和 的 交 线 上 . 

记 导 为 原点 不 稳定 曲线 的 2 支 . 我 们 假设 这 些 曲线 先 绕 着 D ER, 然后 再 
进入 这 个 正方 形 , 如 图 14.8 所 示 . RINE CH 与 上 的 第 一 个 交点 为 p+ = (t0*, Fy’). 


x 


图 14.8 洛 伦 欧 吸 引子 模型 中 的 解 C+ 以 及 它们 与 了 的 交点 


现在 考虑 允 中 的 一 条 线段 y = v. OR v = 0, 当时 间 向 前 时 , 所 有 从 这 条 线段 
上 的 点 出 发 的 解 都 趋 于 原点 . 于 是 , 这 些 解 将 不 再 返回 衬 . 我 们 假设 , 当时 间 向 前 
AY, 所 有 其 他 从 E 出 发 的 解 都 要 返回 2. 我 们 关于 这 个 模型 的 主要 假设 就 是 这 些 
解 是 如 何 返回 的 : f 

(1) BORA: $ Fy, = ENA {y > 0}, M E- = EN {y < 0}. 我 们 假设 当 
时 间 向 前 时 , 从 Zr 中 出 发 的 所 有 解 都 返回 L 于 是 , 我 们 就 得 到 一 个 庞 加 莱 映 
射 下 :2+UD- 一 了 我们 假设 像 下 (2+) 如 图 14.8 所 示 . 根据 对 称 性 , 我 们 有 
S(x,y) = —&(—z, —y). 

(2) 压缩 方向 ; 我 们 假设 存在 某 个 函数 g, ERT v £0, HD PRE 
y =v 映 到 线段 y = g(v). 我 们 进一步 假设 更 沿 z 方 向 压缩 这 些 线段 . 

(3) 扩张 方向 : 我 们 假设 更 沿 y 方向 将 2_ 和 Ly 拉 长 一 个 严格 大 于 V2 的 系 
数 , 于 是 有 g'(y) > v2. 

(4) 双 曲 性 条 件 : 除了 扩张 和 压缩 条 件 外 , 我 们 还 假设 DO 将 切 于 Ea 的 , 斜 
率 为 +1 的 向 基 映 到 斜率 的 大 小 大 于 /> 1 的 向 基 . 

分 析 上 , 这 些 条 件 意味 着 映射 @ 具有 如 下 形式 


(z, y) = (f(x,y), 9(y)), 
HH g'(y) > V2, HO< dOf/Or<c<1. MHRA 
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af əf 
at By: 

几何 上 , 这 个 条 件 意 味 着 切 平面 上 由 |y| > lz| 给 出 的 扇形 被 Db 映 到 一 个 斜 
率 更 陡 的 扇形 内 部 . 注意 , 如 果 |8f/8y| 和 c 在 整个 Us 上 都 充分 小 , 这 个 条 件 就 
能 满足 . 

技术 上 , O(2,0) 没有 定义 , 但 我 们 确 有 


; 


g(y) > u 


li 再 3 = E 
jim. (z,y) =p 


注意 , 这 里 的 p+ 就 是 C+ BD 的 第 一 个 交点 ; 我 们 称 p+ 为 @(2+) 的 尖端 . 事实 
E, 我 们 关于 特征 值 的 假设 保证 了 当 y 一 0 时 , 有 g(y) 一 co( 见 本 章 的 习题 3). 

为 了 找到 吸引 子 , 我 们 将 注意 力 集中 到 由 lyl < y* 给 出 的 矩形 RC E, ER, 
这 里 Fy" 就 是 尖端 p+ 的 y 坐标 . 令 Re = RN2r. 容易 验证 所 有 从 2+ 的 内 部 但 
的 外 部 出 发 的 解 最 终 都 要 与 RR 相交, 因而 只 需 考虑 于 在 尺 上 的 行为 . 图 14.9 是 
更 在 尺 上 作用 的 一 个 平面 示意 图 . 注意 , OR) CR. 


图 14.9 丸 上 的 庞 加 莱 上 映射 ®© 
D H DH n KIER, 然后 令 


A= ñ (R). 


n=0 


这 里 可 代表 集合 U0 的 闭 包 . 集合 4 就 将 是 这 个 流 的 吸引 子 与 总 的 交集 . 即 , 令 


A 一 (U aa) U {(0, 0, 0)}. 


tiER 


我 们 加 上 原点 是 为 了 使 得 4 成 为 一 个 闭 集 . 我 们 来 证 明 : 
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定理 .4 是 模型 洛 伦 蒋 系统 的 一 个 吸引 子 . 
证 明 只 要 证 明了 A 是 映射 Oo 的 一 个 吸引 子 (其 中 映射 吸引 子 的 定义 与 流 的 完 
全 类 似 ) 就 立刻 可 以 推出 4 是 这 个 流 的 吸引 子 . 显然 4 是 闭 的 . 技术 上 , 4 本 身 在 
下 之 下 并 不 是 不 变 的 , 这 是 因为 沿 y = 0, 0 RAEN. 但 是 , MER 9, 所 有 经 过 
这 种 点 的 解 都 位 于 4 中 , 从 而 4 是 不 变 的 . 如 果 我 们 令 © 是 由 了 的 内 部 给 出 的 
开 集 , 则 对 所 有 的 (z,y) € O, 都 存在 一 个 使 得 @"(z;,y) € R. 于 是 ， 

N O) cA. 

n=0 
M, 根据 定义 , A = mn>o 更 "( 已 ), 从 而 也 有 4 = nna>og@"(O). 因此 , 吸引 子 定义 中 的 
条 件 1 和 条 件 2 对 更 是 成 立 的 . 

璋 下 需要 证 明 的 是 传递 性 . 我 们 需要 证 明 , MRA 是 4 中 的 两 个 点 , E 
7 是 户 在 @ 中 的 开 邻 域 , WEE n 2 0 使 得 (W) W £0. 

SER UCR, WIU) 为 U 在 y 轴 上 的 投影 . 同时 , 记 (U) 为 IU) 
的 长 度 , 我 们 称 之 为 U 的 y 长 度 . 在 下 面 ,U 将 是 有 限 个 连通 集合 的 并 , 从 而 (U) 
是 定义 好 的 . . 

我 们 需要 一 个 引 理 . , E 
引 理 ” 任 给 开 集 W C R, 存在 > 0 使 得 (W) 就 是 区 间 [-y*,y"]. 换 句 话 
说 就 是 , (W) 与 R 中 的 每 条 线段 y = e 都 相交 . 

证 明 首先 假设 W 包含 一 个 连通 子 集 W, 从 y = 0 延伸 到 其 中 一 个 尖端 . 于 是 ， 
l(W’) = y". 因而 ®(W’) 是 连通 的 , MAA iy(B(W')) > V2y*. 进一步 , O(W’) 也 
延伸 到 其 中 一 个 尖端 , 但 是 由 于 它 的 y 长 度 超 过 了 y*, 因而 它 要 与 y=0 相交. 

现在 用 下 再 作用 一 次 . 注意 , DW) 包含 2 片 , 其 中 一 片 延伸 到 pt, 另 一 片 延 
伸 到 p~. 而 且 t,(@?(W’)) > 2y*. 由 此 可 得 I, (62(W’)) = [-y*, y*], 这 样 , 在 这 种 
特殊 情形 , 我 们 就 完成 了 证 明 . 

对 于 一 般 情形 , 首先 假设 W 是 连通 的 而 且 不 穿 过 y = 0. 于 是 与 上 面 一 样 我 
{iT 1y(@(W)) > V21,(W), 从 而 B(W) 的 y 长度 以 超过 V2 的 倍数 增加 . 

如 果 W 真 的 穿 过 y = 0, 则 我 们 可 以 找到 一 对 连通 集合 W+ 使 得 Wt co 
R+NW HL(Wt+UW-) = (W). 像 O(W*) 延伸 到 尖端 p+， 如 果 这 2 个 集 
合 中 的 一 个 也 与 y = 0 相交 , 则 根据 上 面 , 我 们 也 就 完成 了 证 明 . 如 果 W+) 和 
(TY-) 都 不 与 y = 0 相交 , 则 我 们 可 以 再 用 更 作用 . O(W+) 和 O(W-) 都 是 连通 
集合 , MARTA ly(S7(W*)) > 21,(W*). 因而 , 对 于 Wt 或 W- 中 的 一 个 , 我 们 
A (8? (WE)) >W), 从 而 W 的 y 长 度 在 迭代 下 也 会 增加 . 

THE, 如 果 我 们 继续 迭代 ©, B?,…, 并 且 在 每 一 步 都 像 上 面 那 样 选择 DW) 
的 y 长 度 最 大 的 子 集 , 则 我 们 就 看 到 这 些 像 的 y 长 度 将 无 限 增加 . 这 就 完成 了 引 理 
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的 证 明 . E 
现在 我 们 来 完成 定理 的 证 明 . 我 们 必须 在 Wi 中 找到 一 点 使 得 它 在 B 的 某 次 
迭代 下 的 像 位 于 W P. 为 此 , 注意 到 ， 


|d" (21, y) — B¥(x2,y)| < Ălzı — rel, 


这 是 因为 对 每 个 j, © (21,y) 和 Bi(z2,y) 都 位 于 平行 于 z 轴 的 同一 直线 上 , 而 且 S 
以 因子 c< 1 压缩 z 方向 上 的 距离 . 

我 们 不 妨 假设 W 是 一 个 半径 为 e 的 圆 盘 . 注意 , RE r 方向 上 的 宽度 为 40， 
我 们 可 取 m 使 得 400" < e 考虑 O°" (Pe). 由 于 Pz € Mnzoh"(R), 因此 更 (Po) 
有 定义 . 令 (P) = (6n). 

从 上 一 引 理 可 知 , 存在 使 得 


1, (®"(W1)) = [vy,y]. 


于 是 我 们 可 以 选取 一 点 (6,0) € DW). 设 (En) = O7(2,9), HP (2,9) € Wi. 
由 于 B"(%, 5 O-" (Po) 具有 相同 的 y 坐标 , 因而 有 


| 更 ”+ (z, g) — Paj = | 有 (7 一 殊 | 
EE, n) — ETE, n) 


这 样 我 们 就 找到 了 一 点 (2,9) € Wi 满足 从 该 点 出 发 的 解 经 过 We. 这 就 完成 了 
证 明 . 图 

注意 , 在 上 面 的 证 明 中 , WP. 附近 出 发 且 接 近 忆 的 解 曲 线 不 一 定位 于 这 个 
吸引 子 中 . 但 是 , 有 可 能 真 的 在 A 中 找到 这 样 的 一 个 解 (见习 题 4. 
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在 上 节 中 , 我 们 将 关于 洛 伦 欧 系 统 解 的 行为 的 研究 约 化 成 分 析 更 的 动力 学 . 
在 这 个 过 程 中 , 我 们 从 一 个 三 维 微分 方程 系统 降 维 到 了 一 个 二 维 映射 . 但 是 我 们 . 
可 以 做 得 更 好 . 根据 假设 , 2 中 2 个 y 坐标 相同 的 点 被 映 到 了 2 个 y BHA gly) 
的 新 点 , 于 是 2 个 新 点 的 y 坐标 也 相同 . 而 且 , 这 些 点 之 间 的 距离 被 压缩 了 . 因而 ， 
在 更 的 迭代 下 , 我 们 不 用 关心 线段 y = 常数 上 的 全 部 点 ; 我 们 只 需 跟踪 g 的 迭代 
下 的 y 坐标 就 可 . 于 是 , 正如 我 们 下 面 将 要 看 到 的 那样 , 庞 加 莱 映 射 © 由 定义 在 区 
间 (-y*, y] 上 的 一 维 函 数 9 的 动力 学 完全 决定 . 事实 上 , 这 个 一 维 函数 的 近代 完 
全 确定 了 吸引 子 中 所 有 解 的 行为 . 在 本 节 , 我 们 开始 研究 一 维 离散 动力 系统 的 动 
力学 . 在 第 15 章 , 我 们 将 更 深入 地 讨论 这 个 课题 . 
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记 了 为 区 间 [-y",y']. 注意 ,除了 y= 0 外, g 在 1 上 有 定义 , 而且 满 足 9(-y) = 
一 9(y). 从 上 节 的 结果 可 知 , g'(y) > V2, 而且 有 0 < g(y*) <y" R -y* < g(-y") <0. 
而 生还 有 ， 
jim, gly) = Fy". 
从 而 9 的 图 像 类 似 于 图 14.10. 注意 , KE [g( 一 y*),g(y*)] 中 的 点 都 有 2 个 原 像 , 而 


KIE (—y*, 9(—y")) M (gu) y) 中 的 点 都 只 有 一 个 原 像 . 了 的 端点 , 即 y" 在 了 I 中 
没有 原 像 , 这 是 因为 9(0) 没有 定义 . 


图 14.10 了 = [-y*,y*) 上 的 一 维 函 数 g 的 图 像 


令 yo € 1. 我 们 来 研究 集合 AN {y = yo} 的 结构 . 我 们 定义 yo 的 (前 向 ) 轨道 
为 集合 (voyn yz), 其 中 yn = 9g(yn-1) = g"(yo). 对 每 个 yo, 它 的 前 向 轨道 是 唯 
一 确定 的 , 当然 它 有 可 能 在 g"(yo) = 0 时 停止. 

yo 的 一 个 后 向 轨道 是 指 一 个 形 如 (yo,y-_1,y-2,…) 的 序列 , 其 中 gly) = 
Y-k 与 9 的 前 向 轨道 不 同 , 对 一 个 给 定 的 yo Z ty*, 它 有 无 穷 多 条 不 同 的 后 向 
GLE (yo = ty* 在 工 中 没有 原 像 ). 为 了 看 出 这 点 , 首先 假设 yo 不 在 士 的 正 向 轨 
道上 . 从 而 , 由 于 每 个 y-. Z ty", 它 要 么 有 一 个 原 像 要 么 有 2 个 原 像 . 如 果 yr 有 
一 个 原 像 y-r-i W yk 位 于 (—y*, o(—-y*)) R (gy) y*) 中 . 但 是 , 9 的 图 像 表明 
y-k-1 必定 有 2 个 原 像 . 从 而 , 在 一 个 给 定 的 后 向 轨道 中 , 不 可 能 有 相 邻 的 2 个 点 
都 只 有 一 个 原 像 , 这 就 说 明了 yo 有 无 穷 多 条 不 同 的 后 向 轨道 . 

如 果 碰 巧 存在 > 0 使 得 yk = ty", 由 于 ty* 在 了 中 没有 原 像 , 这 条 后 向 所 
道 必定 停止 . 但 是 , y- 必定 有 2 个 原 像 , 其 中 一 个 为 了 的 一 个 端点 , 另 一 个 是 不 
同 寺 这 个 端点 的 了 中 的 其 他 点 . 于 是 , 我 们 可 像 前 面 一 样 继续 取 这 第 二 个 后 向 轨 
道 的 原 像 , 进而 像 前 面 一 样 生成 无 穷 多 条 不 同 的 后 向 轨道 . 

我 们 断言 , yo 的 这 些 无 穷 多 条 后 向 轨道 中 的 每 条 都 对 应 于 AN {y = yo} 中 唯 
一 的 一 点 . 为 了 看 出 这 点 , 考虑 R PH y= y 给 出 的 线段 Jor 于 是 , WH k, 
O* (Jk) 都 是 .0 的 一 个 闭 子 区 间 . 由 于 Oy = yn) By = y 的 一 个 真子 区 
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间 , 我 们 有 O(J_4-1) C J_x. 于 是 区 间 套 B*(J_) 的 交集 非 空 , 而 且 根 据 构造 , 这 
个 交集 中 的 每 点 都 有 后 向 轨道 (yo,y-1,y-2,…). 进一步 , 由 于 于 的 每 次 作用 都 将 
KE y= yr 的 长 度 压缩 一 个 因子 ec <1, 因而 这 个 交集 只 包含 唯一 的 一 个 点 . 
于 是 在 洛 伦 欧 系 统 的 模型 中 , 我 们 就 看 到 吸引 子 A 是 一 个 复杂 的 集合 . 我 们 
已 经 证 明 : 
命题 ” 洛 伦 蒋 系统 模型 中 的 吸引 子 4 与 R 中 每 条 线段 y = yo ty 都 有 无 穷 多 
个 交点 . 当时 间 向 前 时 , 所 有 经 过 这 条 线段 上 每 一 点 的 解 曲 线 要 么 
(1) 与 线段 y = 0 相交 , 此 时 , 所 有 的 解 曲线 都 要 趋 于 (0,0,0) 处 的 平衡 点 , 要 
么 - 
(2) 连续 不 停 地 与 R 相 交 , 而 且 当 时 间 增 加 时 , 这 些 交点 在 线段 y = y 上 的 距 
AAT 0. ; a 
现在 我 们 转 到 © 在 R PHS. 我 们 首先 讨论 一 维 函数 9 的 行为 , 然后 利 
用 这 些 信息 来 了 解 更 的 行为 . 任 给 一 点 yo EL, 由 于 9 > V2, yo 附近 点 的 前 向 轨 
道 都 要 与 yo 的 前 向 轨道 分 开 . 准确 地 说 , 我 们 有 : 
命题 4F0<v<y", yo E I= [yy] E e> 0, 我 们 都 可 找到 uo vo c Ii 
Æ [uo — yol < €, |vo — yol < €, LAX n > 0 满足 |g” (uo) — g” (vo)| > 2v. 
证 明 S J ERGE y 长 度 为 2e 的 区 间 . 9 AEREE J 的 长 度 扩张 至 少 
V2 倍 , 从 而 存在 一 个 迭代 使 得 9" (J) 的 内 部 包含 0. 于 是 g"+1(J) 就 包含 任意 接 
近 土 y* 的 点 , 从 而 这 些 gJ) 中 的 点 彼此 之 间 的 距离 就 至 少 是 w. 这 就 完成 了 
证 明 . B 
我 们 来 解释 这 个 命题 在 吸引 子 4 中 的 意义 . 任 给 这 个 吸引 子 中 的 一 点 , 我 们 
总 可 以 在 它 附 近 找 到 2 个 点 , 使 得 它们 的 前 向 轨道 分 开 到 它们 可 能 分 开 的 那么 远 . 
这 是 混沌 系统 的 标志 . 我 们 将 这 种 行为 称 为 对 初 值 条 件 的 敏感 依赖 性 . 轨道 的 初 
始 位 置 的 一 点 微小 变化 将 导致 轨道 最 终 行为 的 巨大 改变 . 注意 , 对 于 在 吸引 子 4 
中 相应 的 流 , 一 定 也 有 类 似 的 敏感 依赖 性 ; 一 些 在 A 中 邻近 的 解 曲 线 也 会 分 得 很 
开 . 这 就 是 在 图 14.2 中 所 看 到 的 行为 . 
敏感 依赖 性 应 该 与 4 中 位 于 同一 直线 y = 常数 (y € (-y*, y") 上 的 点 的 行为 
对 照 来 看 . 我 们 前 面 已 经 看 到 , 4 中 包含 无 穷 多 个 这 种 点 . 在 更 的 迭代 下 , 所 有 这 
些 点 在 逐次 迭代 下 会 越 来 越 接近 而 不 是 分 开 . : 
回忆 一 下 , 工 中 的 一 个 子 集 是 稠密 的 , 如 果 它 的 闭 包 是 整个 1. 等 价 地 有 , I H 
的 一 个 子 集 是 稠密 的 , 如 果 这 个 子 集中 有 点 任意 接近 工 中 任意 给 定 的 点 . yo 是 9 
的 一 个 周期 点 , 如 果 对 某 个 由 > 0 有 9” (yo) = yo. 9 的 周期 点 对 应 于 流 的 周期 解 . 
命题 9 的 周期 解 点 在 工 中 稠密 . 
证 明 ”与 上 节 证 明 4 为 吸引 子 一 样 , 任 给 一 {0} 的 子 区 间 J, 我 们 可 以 找到 n, 使 
得 g" 将 某 个 子 区 间 I CJ 一 对 一 的 映 到 (—y*, 0] BR [0,y*). 从 而 要 么 g") 包 
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BI, 要 么 下 一 次 迭代 , HI) 包含 J. 在 任何 一 种 情形 , 9” 或 g+ 的 图 像 都 
要 穿 过 7 上 的 对 角 线 y = z. 这 就 得 到 了 9 在 J 中 的 一 个 周期 点 . E 

现在 我 们 在 吸引 子 A 中 来 解释 这 个 结果 . 我 们 断言 , © 的 周期 点 也 在 A pA 
密 . 为 了 看 出 这 点 , 令 Pe AU HP AFR. 我 们 假设 线段 y = 0 不 穿 过 
UEM, 只 需 取 一 个 与 y = 0 不 相交 的 更 小 的 邻 域 就 可 ). 对 于 充分 小 的 。 > 0, 我 
们 构造 一 个 矩形 W CU, 它 的 中 心 位 于 P 处 , zx 方向 的 宽度 为 2e, y 方向 的 高 度 为 < 

令 Wi CW 为 中 心 在 已 处 , 边 长 为 ef/2 的 一 个 小 正方 形 . 根据 上 节 的 传递 性 
结果 , 我 们 可 以 找到 一 点 Qi E Wi 使 得 B"(Q1) = Qa e Wi. 如果 需要 的 话 取 W 
的 一 个 子 集 , 我 们 不 妨 假 设 n > 4, 而 且 进 一 步 假 设 n 大 到 满足 cr < e/8. 于 是 就 
A (W) AR O° (Wi) 以 近乎 竖 直 的 方式 穿 过 W 的 内 部 , 而 且 延 伸 到 它 的 上 下 
边界 之 外 , 如 图 14.11 所 示 . 这 个 事实 利用 到 了 双 曲 性 条 件 . 


图 14.11 W 在 @" -HRSNH ERS 


现在 考虑 W 中 的 线段 y= c. 这 些 线段 被 O 映 到 了 R 中 其 他 这 种 线段 . 由 于 
竖 直 方向 被 扩张 , 这 些 线段 中 某 些 必定 被 映 到 W 的 上 方 , 也 有 一 些 被 映 到 W 的 
下 方 . 从 而 , 必定 有 一 条 这 种 线段 y = co BHO” 映 到 和 白 己 的 内 部 , 因而 在 这 条 线段 
上 必定 有 $B” 的 不 动 点 . 由 于 这 条 线段 包含 在 W 中 , 我 们 就 得 到 了 èW 中 的 
一 个 周期 点 . 这 就 证 明了 A 中 周期 点 的 稠密 性 . 

对 流 来 说 , 从 更 的 周期 点 出 发 的 一 个 解 就 是 一 条 闭 轨 . 位 于 闭 轨 上 的 点 构成 
的 集合 是 4 的 一 个 稠密 子 集 . 从 拓扑 观点 来 看 , 这 些 闭 轨 的 结构 是 非常 有 趣 的 , 因 
为 这 些 闭 曲线 中 的 许多 都 真正 被 “ 打 结 ” 了 . 参见 9] 和 习题 10. 

最 后 , 我 们 称 一 个 函数 9 在 1 上 是 传递 的 , MRR HAE Ot ya A yo WI 
及 yi 的 任 一 邻 域 Ui, 我 们 都 能 找到 8 e Uy AR n 使 得 9" (9) € Ur. 与 证 明 周期 点 
的 稠密 性 一 样 , 我 们 可 以 利用 9 E y 方向 为 扩张 的 事实 证 明 ， 
命题 ”函数 9g 在 /上 是 传递 的 . a 

我 们 将 证 明 的 细节 留 给 读者 .对 于 4 来 说 , 在 证 明 4 是 一 个 吸引 子 时 , 我 们 
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就 几乎 已 经 证 明了 相应 的 结论 . 我 们 唯一 没有 提供 的 细节 就 是 如 下 事实 : 可 以 找 
到 4 中 的 一 个 点 使 得 它 的 轨道 可 以 任意 接近 4 中 任意 给 定 的 一 对 点 . 对 于 这 个 
细节 , 参见 习题 4. 

于 是 , 我 们 可 以 将 洛 伦 获 模 型 的 鲁 在 吸引 子 4 上 的 动力 学 总 结 如 下 : 
定理 ( 洛 伦 欧 模型 的 动力 学 ) 洛 伦 蒋 模 型 限制 在 吸引 子 A 上 的 庞 加 莱 映 射 具有 
下 面 的 性 质 : 

(1) 具有 对 初 值 条 件 的 敏感 依赖 性 ; 

(2) 更 的 周期 点 在 A 中 稠密 ; 

(3) 在 4 上 是 传递 的 . a 

我 们 称 具 有 上 面 三 条 性 质 的 映射 为 混沌 的 . 我 们 提醒 读者 注意 , 正如 吸引 子 的 
定义 一 样 , 混沌 也 有 很 多 定义 . 其 中 一 些 涉及 轨道 的 指数 分 离 性 , 一 些 涉及 正 李 雅 
普 诺 夫 指数 , 还 有 一 些 不 要 求 周 期 点 的 稠密 性 . 有 趣 的 是 , 对 于 实 线段 上 的 连续 函 
数 , 周期 点 的 稠密 性 和 传递 性 就 足以 保证 敏感 依赖 性 . 见 [8]. 在 下 一 章 我 们 还 将 更 
深入 地 讨论 离散 系统 的 混沌 行为 . 


14.6 探索 Rossler 吸引 子 


在 这 个 探索 中 , 我 们 研究 一 个 在 很 多 方面 邦 类 似 于 洛 伦 欧 系 统 的 三 维系 统 , Rissler 
系统 , 它 由 下 面 的 方程 给 出 : 


T 一 一 一 2 
y =x + ay, 
z’=b+2(z—c), 


其 中 obc 为 实 参数 . 为 了 简单 起 见 , 我 们 将 注意 力 集中 到 如 下 的 情形 : a = 1/4,6 = 
1, 而 c 的 变化 范围 为 从 0 到 7. 

与 治 伦 区 系统 一 样 , 证 明 这 个 系统 的 一 些 特定 结论 是 很 困难 的 , 因而 这 个 探索 
的 大 部 分 将 以 数值 实验 和 构造 模型 为 主 . | 

(1) 首先 找 出 这 个 系统 的 所 有 平衡 点 . 

(2) 描述 在 c = 1 处 发 生 的 分 贫 . 

(3) 用 数值 方法 研究 当 e 增加 时 , 这 个 系统 的 行为 . 你 观察 到 了 什么 样 的 分 贫 ? 

(4) 在 图 14.12 中 , 我 们 夯 出 了 当 c= 5.5 时 的 一 个 解 . 对 这 个 参数 值 , 计算 一 
些 其 他 的 解 , 并 从 R3 的 其 他 视点 将 计算 结果 示意 出 来 . 对 这 个 系统 的 行为 , 你 有 
什么 样 的 猜测 ? 
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图 14.12 ”Rissler 吸引 子 


(5) 利用 本 章 描述 的 技巧 , 设计 一 个 几何 模型 来 模仿 Rissler 系统 在 这 个 参数 
值 下 的 行为 . . 

(6) 构造 一 个 二 维 区 域 的 模型 映射 , 使 得 它 的 动力 学 可 以 解释 在 这 个 系统 中 观 
察 到 的 行为 . 

(7) 与 洛 伦 欧 系统 中 一 样 , 描述 一 个 可 能 的 方法 将 上 述 二 维 模型 映射 约 化 到 一 
个 区 间 上 的 映射 . 

(8) 给 出 这 个 一 维 模型 映射 的 一 个 明确 表达 式 . 你 能 对 模型 的 混沌 行为 说 些 
什么 ? . 

(9) 在 Rissler 系统 中 , 当 c 增加 到 大 于 5.5 时 , 你 能 观察 到 什么 其 他 的 分 岔 ? 


J 是 
1. 考虑 系统 
a’ = 一 37， 
y = 2y, 
z = z. 


从 14.4 节 中 可 知 , FRR ASR, > Ro, AFP R A || <1,0<y<e<1 ff 
z=1 给 出 , Ro A |z| <1,0<z<1 A y =14 H. EH h 的 表达 式 为 : 


zy_ (m)\_ ry? 
a(z) 7 (2) =( yl? ) 
2. 交换 上 题 中 > 和 > 的 地 位 , BD, 假设 之 = -> E z = -3z. 在 这 种 情形 下 , 描述 
h(z,y) 在 Re 中 的 像 . 
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3. 对 于 模型 吸引 子 中 的 庞 加 莱 映 射 8(z,y) = (F(a, y), 9(y)), 利用 习题 1 的 结论 
证 明 当 y 一 0 时 , g'(y) 一 oo. 
4 .证明 在 洛 伦 欧 模 型 中 , 可 以 用 一 个 位 于 吸引 子 中 的 解 验 证 传递 性 条 件 . 
5. 证 明 在 模型 洛 伦 欧 吸 引子 中 任何 点 的 任意 近 处 , 都 有 一 个 解 最 终 趋 于 位 于 
(0,0,0) 处 的 平衡 点 . 
6. 证 明 在 模型 洛 伦 欧 系统 中 , 存在 一 个 周期 解 Y, 它 与 矩形 R 正好 有 两 个 不 同 的 
交点 . 
. 证 明 在 模型 洛 伦 欧 吸 引子 中 任何 点 的 任意 近 处 , 都 有 一 一 个 解 最 终 欧 于 上 题 中 
的 周期 解 7. 
8. 考虑 如 图 14.13 RIG 及 上 的 映射 D, 其 中 更 具有 类 似 于 模型 洛 伦 欧 吸 
引子 中 B 的 性 质 . 到 有 多 少 个 周期 为 的 周期 点 ? 


~ 


R 


图 14.13 ”RR 任 ®@ 下 的 像 完 全 穿 过 它 自己 


9. 考虑 系统 
x’ = 10(y — 2), 
y' = 282 — y + TZ, 
z’ = zy — (8/3)z. 


证 明 这 个 系统 在 不 是 混沌 的 . (请 注意 y 的 方程 中 +zz 这 项 . ) 提示 : 证 明 大 
多 数 解 都 趋 于 oc. l 

10. Ra 中 的 一 条 简单 闭 曲线 是 打 了 结 的 , 如 果 它 不 能 连续 地 形变 成 (在 形变 过 程 
中 不 能 出 现 自 相交 )zy 平面 中 “未 打 结 的 ” 单位 圆周 . 利用 模型 洛 伦 获 吸 引子 ， 
跟随 的 动力 学 , 简略 地 画 出 一 条 打 了 结 的 曲线 ( 它 应 该 近似 于 一 个 真实 解 ). 
(为 此 你 可 能 需要 用 到 一 根 绳子 ! ) 

11. 利用 计算 机 研究 当 7 从 1 增加 到 28 时 洛 伦 欧 系 统 的 行为 (c = 10,6 = 8/3). 
定性 地 描述 你 所 观察 到 的 所 有 分 贫 . 
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在 本 章 我 们 的 目的 是 开始 研究 离散 动力 系统 . ABH, 我 们 已 经 在 多 处 看 到 ， 
有 时 候 可 以 将 微分 方程 的 流 的 研究 约 化 成 一 个 函数 (BY REDO SR BRET) 迭代 的 研究 . 
这 种 约 化 具有 几 个 优势 . 首先 , 也 是 最 重要 的 , 庞 加 莱 映 射 作 用 在 一 个 维 数 较 低 的 
空间 上 , 从 而 这 使 得 直观 图 像 更 加 容易 . 其 次 , 寻找 离散 系统 的 “ 解 ”, 我 们 不 必 积 
分 , 而 是 对 于 一 个 给 定 的 函数 , 我 们 只 是 将 它 一 次 又 一 次 地 和 迭代 , 就 可 确定 这 个 轨 、 
道 的 行为 , 这 也 就 给 出 了 相应 的 解 的 行为 . 

有 了 这 两 点 简化 后 , 理解 时 常 出 现在 微分 方程 系统 中 的 复杂 混沌 行为 就 变 得 
容易 多 了 . 虽然 离散 动力 系统 的 研究 是 一 个 可 以 轻易 充 塞 这 整 本 书 的 课题 , 但 是 在 
本 章 我 们 将 主要 关注 这 一 理论 中 有 助 于 我 们 了 解 一 维 混沌 行为 的 部 分 . 在 随后 的 
一 章 , 我 们 将 这 些 想 法 推广 到 维 数 较 高 的 情形 . 
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在 整个 这 一 章 , 我 们 将 始终 讨论 实 函 数  : 及 一 及. 我 们 照常 始终 假设 f 是 
C> BY, 但 是 有 几 个 特殊 例子 并 不 满足 这 个 假设 . 
记 Se H f n KIRAR. 即 , f" 是 了 与 它 自 己 的 n 重 复合 .给 定 zo ER, zo 的 
轨道 是 指 序列 


To, Tı = f (zo), x2 = f? (z0), En = f” (£0). 
点 zo 称 为 这 个 轨道 的 种 子 . 
例 令 jz)= 空 +1, 则 种 子 0 的 轨道 为 序列 
To = 0, 
Tı = 1, 
2 = 2, 
T3 = 5, 
T4 = 26, 


R 
3 
Nl 
= 
wu 
ot 
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等 等 , 于 是 我 们 看 到 , 当 ”一 co 时 , 这 个 轨道 趋 于 oo. a 
与 微分 方程 系统 中 的 平衡 解 类 似 , 不 动 点 在 离散 动力 系统 中 非常 重要 .点 
zo 称 为 一 个 不 动 点 ,如 果 有 f(z0) = co. BR, 一 个 不 动 点 的 轨道 就 是 常数 序 
列 : zo0, Xo, To,………. 
与 微分 方程 中 闭 轨 类 似 的 是 周期 为 n 的 周期 点 . 周期 点 是 指 对 某 个 n>0 满 
Æ fn"(zo) = zo 的 种 子 zo. 从 而 周期 轨道 像 闭 轨 一 样 复制 它 自己 : 


To, T1, '*', Tn—1,; T0, 1 Tn-1,; 70， 


周期 为 的 周期 轨道 也 称 为 一 个 n 环 . 我 们 称 周期 点 zo 具有 最 小 周期 n, MR n 
是 满足 f" (20) = xo 的 最 小 正 整数 . 
例 函数 f(z) = za 的 不 动 点 位 于 z = 0,z = l 函数 g(z) = -za 在 0 处 有 一 个 
不 动 点 ; 由 于 9g(1) = -1,9(-1) = 1, 故 92( 二 1]) = +1, 因而 9 在 z= 士 1 处 有 一 个 周 
期 为 2 的 周期 点 . 函数 l 

h(x) = 2- zZ)(3z + 1) 


有 一 个 3 H, CE zo = 0,2) = 1,22 = 2, £3 = To = 0,.… a 

ERA RRID ESE AE FL A 在 这 
个 图 中 , 我 们 同时 作出 曲线 y = f(c) 与 对 角 线 y = z 的 图 像 . 我 们 如 下 显示 zo 的 
轨道 首先 从 对 角 线 上 的 点 (10,20) 开始 , 然后 向 着 f 的 图 像 作 一 条 竖 直 线段 , 与 
之 相交 于 (20, f(x0)) = (to, 21). 然后 再 作 一 水 平 线段 回 到 对 角 线 上 的 (21,221). 这 
个 过 程 使 我 们 从 对 角 线 上 正好 在 种 子 zo 上 方 的 一 点 移动 到 了 对 角 线 上 正好 在 zo 
轨道 的 下 一 个 点 , 即 z1. 接着 , 我 们 从 (21,01) 继续 : 先 竖 直 走 到 f 的 图 像 上 的 点 
(zi 22), 然后 水 平地 走 回 对 角 线 上 的 (12,22). 从 zx 轴 上 看 , 这 使 我 们 从 za 移动 到 
了 zo 轨道 上 的 下 一 个 点 , 即 xz. 继续 进行 下 去 , 我 们 就 产生 了 一 对 线段 的 序列 , 其 
中 每 对 线段 都 终止 在 对 角 线 上 一 个 形 如 (zn, en) 的 点 ， 

在 图 15.1a 中 , 图 像 近代 显 示 , 在 SHERT, co 的 轨道 趋 于 不 动 点 zo. 在 图 
15.1b 中 , RIE BAR zo 在 9 下 的 轨道 位 于 一 个 3 HE: zo,zl,zaz,zo,Z1，……， 

与 微分 方程 的 平衡 点 一 样 , 对 于 离散 动力 系统 , 不 动 点 有 各 种 不 同 的 类 型 . 假 
设 zo 是 f 的 一 个 不 动 点 . 我 们 称 zo 是 f 的 一 个 汇 点 或 一 个 吸引 不 动 点 , 如 果 存 
在 zo 在 及 中 的 一 个 邻 域 ,使 得 对 所 有 的 yo EU 和 所 有 的 n 都 有 f"(zo) EU, 并 
H% n — co 时 , f"(yo) 一 ro. 类 似 地 , ro 称 为 一 个 源 点 , 或 一 个 排斥 不 动 点 , 如 果 
U 中 的 所 有 的 点 (zo 除外 ) 在 f 迭代 下 的 轨道 都 要 离开 U. 一 个 不 动 点 称 为 是 中 
性 的 , 或 中 立 的 , 如 果 它 既 不 是 吸引 的 也 不 是 排斥 的 . 

我 们 已 经 看 到 , 对 于 微分 方程 , 正 是 向 量 场 在 一 个 平衡 点 处 的 导数 决定 了 该 平 
衡 点 的 类 型 . 对 于 不 动 点 情形 也 是 如 此 , 只 不 过 数字 上 发 生 了 一 点 变化 : 
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”7 y= g(x) y> 
y ~ Ff) 
(a) (b) 
图 15.1 (a) 在 f AUGER, ro 的 轨道 趋 于 不 动 点 zo, 在 (b) P, zo 在 g 和 迭代 下 的 轨道 位 
于 一 个 3 环 上 


命题 ”假设 /在 ro 处 有 一 个 不 动 点 zo. 

(1) 如 果 [f"(zo)| < 1 W zo 是 一 个 汇 点 ; 

(2) 如 果 |7(zo)| > 1 则 zo 是 一 个 源 点 ; 

(3) 如 果 六 (zo) = 士 1, 我 们 无 法 由 此 得 出 平衡 点 类 型 的 任何 信息 . 
证 明 我 们 首先 证 明 情 形 (1). 假设 f(t) =v < 1. 选取 天 满足 > < K <1. 
由 于 f 连续 , 我 们 可 以 找到 5 > 0, 使 得 对 于 所 有 的 x © I = [zo ô, ro + 6], MA 
ce) < K. 根据 微分 中 值 定理 , 对 任何 ze 我 们 都 有 


f(z) — zo _ f(x) - f(zo) _ 


T — XO T — To 


其 中 e ASF 2 Al co 之 间 的 某 个 数 . 于 是 我 们 就 有 


f'(e), 


| f(z) 一 zol < Ka — zol. 
由 此 可 知 , f(z) 比 z EWE zo, 因而 f(z) e I. 再 次 利用 这 个 结果 可 得 
HP(o) -zol< KI f(@) -zol<K2z ol, 
如 此 继续 下 去 , 我 们 就 有 
lf" (@) -zol< Kx — ol," ° 


FH O< K <1, 因而 对 所 有 的 ze I, BA f (£) 一 zo. 
情形 (2) 的 证 明 是 类 似 的 . 对 于 情形 (3), 我 们 来 看 下 面 的 3 个 函数 ， 
(1) f(z) = 工 十 23; 


15.1 离散 动力 系统 介绍 “267 


(2) g(x) = 2 — 2°; 

(3) h(a) = £ + 27. 
可 以 看 出 每 个 都 以 0 点 为 不 动 点 , 并 且 都 有 f0) = 1. TEM BAIR (图 15.2) 表 
明 : 0 是 f 的 源 点 , 同时 是 g 的 汇 点 , 而 对 于 函数 h 来 说 , 0 吸引 一 边 ， 排斥 另 一 边 . 


背光 水 


Axyaxtxr g(x) = 一定 Hz) =x +x 
图 15.2 ”在 每 种 情形 , 0 点 的 导数 都 是 1, 0 是 f 的 源 点 和 9 的 汇 点 , 但 既 不 是 h 的 源 点 也 
不 是 h 的 汇 点 


注意 , 如 果 在 不 动 点 zo 处 有 f(z) < 0, 在 每 次 迭代 下 , zo 附近 点 的 轨道 都 从 
zo 的 一 边 跳 到 另 一 边 ( 见 图 15.3). 从 中 可 以 看 出 , 为 什么 常常 称 这 种 图 像 送 代 的 
产物 为 一 个 蛛网 图 . 


Xo Zo 


图 15.3 由 于 一 1 < f'(zo) <0, zo 的 轨道 “盘旋 地 ” 趋 十 zo 处 的 不 动 点 


由 于 f 的 一 个 周期 为 n 的 周期 点 zo 是 六 的 一 个 不 动 点 , 我 们 可 以 根据 
(fmy(zo)| < 1 或 |(f")(zo)| > 1 将 它们 分 别称 为 汇 点 或 源 点 . 可 以 验证 , 对 于 周 
期 轨道 上 的 任 一 点 zj 都 有 , (f")(zo) = (F") (ay), 因而 这 个 定义 是 有 意义 的 ( 见 本 
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章 的 习题 6). 
例 函数 f(z) = 2? -1 有 一 个 由 0,-1 构成 的 2 环 . 容易 验证 , (f2)'(0) = 0 = 
VOD, 因而 这 个 环 是 一 个 汇 . 在 图 15.4 中 ; 我 们 同时 作出 了 /的 图 像 氨 代 和 
P 的 图 像 . 注意 , 0 和 1 都 是 f? 的 吸引 不 动 点 . 


y= w) 


图 15.4 f(x) = z? 一 1 的 图 像 以 及 f? 的 图 像 表明 0, 一 1 位 于 了 的 一 个 吸引 2 环 上 


15.2 分 Fal 


与 微分 方程 一 样 , 当 参 数 变化 时 , 离散 动力 系统 也 会 发 生 分 贫 . 在 本 节 我 们 讨 
论 一 维系 统 中 出 现 的 几 类 分 贫 . 
例 $ fc(z) =a? +c, 其 中 是 一 个 参数 ， 这 族 函 数 的 不 动 点 可 通过 求解 方程 
十 c= 二 zx 得 到 ,它们 是 


于 是 , 当 c> 1/4 时 , 没有 不 动 点 ; 当 c = 1/4 时 , 有 唯一 的 不 动 点 , 它 位 于 2 = 1/2; 
当 c < 1/4 时 , 有 一 对 不 动 点 pa. RRR: 当 c > 1/4 时 , f 的 所 有 轨道 都 
趋 于 oo; 当 c = 1/4 时 , 位 于 zx = 1/2 的 不 动 点 是 中 性 的 ( 见 图 15.5). 而 当 c < 1/4 
时 , RANA fe(p+) = 1+ VI T > 1, 于 是 p, 总 是 排斥 的 . 直接 的 计算 还 表明 ， 
当 -3/4 < e < 1/4 时 , -1 < filp-) < 1. 于 是 当 c 取 这 些 值 时 , p- 是 吸引 的 . 当 
-3/4<c< 1/4 Bt, 区间 (-p+,p+) 中 的 所 有 轨道 都 趋 于 p_( 但 是 , 严格 来 讲 , 由 于 
-2- 被 直接 映 到 了 p, 因而 它 最 终 是 不 动 的 , 当 c < 0 时 , 这 个 区 间 中 的 某 些 其 他 
轨道 也 是 如 此 ). 这 样 , 当 c 下 降 地 通过 分 岔 值 c = 1/4 时 , 我 们 看 到 首先 出 现 单个 
的 中 性 不 动 点 , 然后 立刻 分 裂 成 两 个 不 动 点 , 其 中 一 个 是 吸引 的 , 而 另 一 个 是 排斥 
的 . 这 是 一 个 鞍 结 分 岔 , 也 称 为 切 分 岔 . 图 像 上 , 这 种 分 岔 本 质 上 与 第 8 章 中 对 一 
阶 微分 方程 描述 的 问 名 分 贫 是 一 样 的 ( 见 图 15.5). a 
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c=0.35 c=0.25 c=0.15 


图 15.5 felz) =a? +c É c= 1/4 NARS 


注意 , 在 这 个 例子 中 , 在 分 岔 值 处 ， ER 1. 这 并 不 是 偶然 的 , 因 
为 我 们 有 : 
定理 (GAPE) 令 h 是 一 族 连续 依赖 于 参数 和 的 函数 . 假设 falto) = zxo, 并 
E fo) #1. 则 存在 关于 zo 的 一 个 区 间 了 一 个 关于 Ao 的 区 间 J 以 及 一 个 光 
HM p: J 一 了 使 得 p(Xo) = zo, 并 且 APA) = pO). 进一步 , 及 在 了 中 没有 其 
他 的 不 动 点 . 
证 明 ”考虑 由 G(z, 和 ) = fala) - z 定义 的 函数 . 根据 假设 ,有 G(xo, ro) = 0, 并 且 


G 
26 ro, A0) = fh (eo) = 1# 0. 


由 隐 函 数 定理 知 , 存在 关于 ro 的 一 个 区 间 I, 一 个 关于 和 o 的 区 间 J 以 及 一 个 光 
滑 函 数 p: J 一 了 工 使 得 对 所 有 的 Ae J, plo) = zo, 并 且 GOA), A) = 0. 进一步 , 除 
T x= p(à) 外 , G(x, 入 ) #0. 证 毕 . 
作为 这 个 结果 的 一 个 推论 , 只 有 在 h 有 一 个 导数 为 1 的 不 动 点 时 , fs 才 会 
现 一 个 与 不 动 点 个 数 变化 有 关 的 分 贫 ， DARRA MOA 2 ake 
分 贫 (见习 题 18 和 习题 19). 但 是 , 还 会 出 现 许多 其 他 类 型 的 分 岔 . 
例 S A(z) = 2z(1 -z). 注意 , 对 所 有 的 入 都 有 . 户 (0) = 0. 我 们 有 HO) = 
而 在 入 = 1 处 我 们 可 能 会 有 一 个 分 岔 . 户 在 zx = (和 -JJ 人 还 有 第 二 个 不 动 点 . 当 
和 < 1 时 , zx 是 负 的 , 而 当 入 > 1 时 , zx 是 正 的 . 当 入 = 1 时 , zx 与 0 处 的 不 动 点 
重合 , 从 而 A 只 有 一 个 不 动 点 . 计算 表明 , 当 和 > 1( 并 且 入 < 3) 时 , 0 是 排斥 的 而 
cy 是 吸引 的 , 而 当 和 < 1 时 , 情况 正好 相反 . 因为 这 个 原因 , 这 种 分 岔 被 称 为 交换 
Si. a 
例 “考虑 函数 族 f(z) = hz t+ r. 4 = lEt, RATA 有 1(0) =0, FFB f0) = 1, 
从 而 有 可 能 出 现 分 岔 . 不 动 点 为 0 和 typ 从 而 当 /< 1 时 我 们 有 3 个 不 动 
点 , 而 当 疡 > 1 时 , 只 有 一 个 不 动 点 . 因而 , 当 4 经 过 1 HART. © 
对 于 一 维 离散 动力 系统 , 出 现 分 岔 的 其 他 唯一 情形 是 不 动 (周期 ) 点 处 的 导数 
取 -1, 此 时 , 不 动 点 有 可 能 从 汇 点 变 成 源 点 , 或 从 源 点 变 成 汇 点 . 当 不 动 点 处 的 导 
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数 取 所 有 其 他 值 时 , 在 参数 发 生 微小 变化 时 , 汇 点 依然 为 汇 点 , 源 点 依然 为 源 点 , 而 
上 且 附 近 没 有 其 他 周期 轨道 . 周期 轨道 的 某 一 部 分 可 能 接近 源 点 , 但 是 不 可 能 整 条 
轨道 都 在 源 点 附近 (见习 题 7). 在 不 动 点 的 导数 取 -1 时 , 出 现 的 典型 分 岔 是 倍 周 
Ha. 
A ”作为 这 种 类 型 分 岔 的 一 个 简单 例子 , 我 们 来 考虑 函数 族 f(z) = Xz( 在 Xo = -1 
附近 考虑 ). 对 所 有 的 A, 0 都 是 一 个 不 动 点 . 当 -1 < 和 < 1 时 , 0 是 一 个 吸引 不 动 
点 , 所 有 其 他 的 轨道 都 趋 了 于 0. 当 |A| > 1 时 , 0 是 排斥 的 , 而 所 有 的 非 零 解 都 趋 于 
+oo. 当 入 = -1 时 , 0 是 一 个 中 性 不 动 点 , 而 所 有 非 零 解 都 位 十 2 环 上 . 当 和 穿 过 
_1 时 , 不 动 点 的 类 型 从 吸引 变 为 排斥 , 同时 出 现 了 一 族 2 环 . m 

一 般 地 , 当 出 现 倍 周期 分 岔 时, 不 仅仅 只 对 一 个 参数 值 才 会 存在 2 环 . 这 种 分 
贫 的 一 个 更 加 典型 的 例子 如 下 ” 
例 还 是 考虑 f(z) = 2? + c 这 次 关心 的 是 c= -3/4 附近 的 c. 我 们 在 

1 Vi- 


an 3 


处 有 一 个 不 动 点 . 我 们 已 经 看 到 fjs(p-) = -1, 并且 当 c E -3/4 AM, p- 是 
吸引 的 , 而 当 c 比 -3/4 稍 小 时 , p- 是 排斥 的 . 图 像 欠 代表 明 , 当 c 下 降 地 经 过 一 3/4 
时 , 产生 了 一 个 吸引 的 2 环 . 这 就 是 倍 周期 分 岔 ( 见 图 15.6) 事实 上 , 可 以 很 容易 
解 出 这 些 周 期 为 2 的 周期 点 并 验证 它们 就 是 吸引 的 ( 当 -5/4 < c < -3/4 时 ; 见习 
题 8). 图 


c=-0.65 c=-0.75 c=-0.85 


图 15.6 f(z) = 2? +c TE c= 3/4 NHR. 当 c > -3/4 时 , 不 动 点 是 吸引 的 ， 
而 当 c< -3/4 时 , 它 是 排斥 的 


15.3 ”离散 的 合理 模型 
在 第 1 章 中 , 我 们 介绍 了 一 个 最 简单 的 一 阶 非 线性 微分 方程 , 即 总 量 增长 的 合 
理 模型 


g’ = azr(l — z). 
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在 这 个 模型 中 , 我 们 考虑 到 了 , 对 一 种 典型 的 物种 , 都 存在 一 个 最 高 容量 , 而 且 我 们 
还 看 到 , 得 出 的 解 的 行为 十 分 简单 : 所 有 的 非 零 解 都 趋 于 一 个 “理想 的 " 物种 总 基 . 
但 物种 的 总 量 并 不 是 时 间 的 连续 函数 ! 这 就 有 必要 重新 考察 这 个 模型 . 一 个 更 自 
然 的 方法 是 在 一 些 特定 的 时 刻 , 比如 说 每 年 或 每 一 代 , 来 统计 物种 的 总 量 . 我 们 这 
里 要 介绍 的 就 是 这 样 一 种 模型 : 物种 总 量 增长 的 离散 合理 模型 . 

假设 我 们 每 年 (或 在 其 他 特定 时 刻 ) 统计 一 次 某 种 物种 的 总 量 . 记 zn 为 第 n 
年 年 底 的 总 量 . 如 果 我 们 假设 不 会 出 现 过 度 拥 挤 的 现象 , 则 这 样 的 物种 总 量 模 型 
是 指数 增长 的 , 我 们 假设 l 


In+1 = Ktn, 
其 中 上 > 0 是 某 个 常数 . 即 , 下 一 年 的 总 基 正 比 于 当年 的 总 量 , 于 是 我 们 就 有 


ty = kto, 
T2} = kzı = k?to, 


T3 = kaze = kz, 


显然 , zn =k" 2, 于 是 我 们 可 以 得 出 5 k> 1 时 , 总 其 会 爆炸 , 而 当 O<k <1 时 ， 
这 种 物种 会 灭绝 , 或 者 当 上 = 1 时 , 总 其 始终 是 一 个 常数 . 

这 是 一 个 一 阶 差分 方程 的 例子 , 即 通过 co 的 值 就 可 以 确定 cr. 而 二 阶 差分 
方程 就 是 通过 tn- 和 zn-_2 的 值 来 确定 zn 的 值 . 从 我 们 的 观点 来 看 , 上 面 指数 增 
长 模型 中 的 相继 总 量 就 趾 通过 简单 地 迭代 函数 f(z) = kz( 种 子 为 xo) 得 到 的 . 

关于 物种 总 重 增 长 的 一 个 更 实际 的 假设 是 , 存在 一 个 最 大 的 物种 总 量 M, 也 
就 是 说 , 如 果 总 量 超过 了 这 个 数量 , 则 所 有 的 资源 都 被 用 尽 了 , 因而 下 一 年 物种 将 
灭绝 . 

离散 的 合理 物种 总 量 模型 就 是 一 种 反映 了 这 些 假设 的 模型 . 这 里 我 们 假设 总 
量 的 增长 遵循 规则 


tai = hte (1-22), 


其 中 k, M 都 是 正 的 参数 . 注意 , 如 果 zn > M, 则 nyi <0, 即 在 接 下 来 的 一 年 , 物 
种 将 灭绝 . . 

我 们 并 不 直接 处 理 实际 的 物种 总 量 , 而 是 用 zn 记 总 基 占 最 大 总 其 的 比例 , 从 
而 0 < zn <1. 于 是 , 合理 的 差分 方程 就 变 成 了 


了 n+l = AZn(1 一 Zn), 


其 中 入 > 0 是 一 个 参数 . 于 是 , 通过 简单 地 迭代 二 次 函数 户 (z) = Ax(1 — r) (也 称 
为 合理 映射 ), 我 们 就 可 以 预测 一 个 初始 总 基 为 zo 的 物种 的 命运 . 听 起 来 很 容易 ， 
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是 不 是 ? 但 是 直到 20 世纪 90 年 代 后 期 , 由 于 几 百 位 数学 家 的 努力 , 这 个 简单 的 二 
次 函数 迭代 才 被 完全 地 了 解 . 随后 , 我 们 将 看 到 , 为 什么 离散 的 合理 模型 要 比 它 的 
亲 威 一 “合理 的 微分 方程 , 复杂 这 么 多 , 但 是 我 们 首先 看 一 些 简 单 情形 . 

我 们 只 在 单位 区 间 I = [0,1] 上 考虑 合理 映射 . RITE 及 (0) = 0, 因而 0 总 是 
一 个 不 动 点 . 当 0 < 入 < 1 时, 这 个 不 动 点 在 工 中 是 吸引 的 , 之 后 , 它 就 成 为 排斥 的 . 
由 于 及 (1) = 0, 故 1 这 个 点 最 终 是 不 动 的 . 当 入 > 1 时 , 在 工 中 还 有 第 二 个 不 动 点 
z = (和 一 1)/X. 不 动 点 z 在 1< 入 < 3 时 是 吸引 的 , 而 在 A> 3 时 是 排斥 的 . 在 
入 = 3 处 , 出 现 了 一 个 倍 周 期 分 岔 (见习 题 4). 对 于 3 和 差不多 3.4 之 间 的 和 的 值 ， 
唯一 出 现 的 周期 点 就 是 两 个 不 动 点 和 上 面 倍 周期 分 岔 出 现 的 2 环 . 

当 和 = 4 时 , 情况 会 变 得 非常 复杂 . 注意 及 (1/2) = 0, 并 且 对 于 所 有 的 À, 
1/2 都 是 唯一 的 临界 点 ， 当 入 = 4 时 , 我 们 有 fa(1/2) = 1, 从 而 2(1/2) = 0. 
于 是 fa 将 每 个 半 区 间 (0,1/2] 和 [1/2,1] 都 映 满 整个 区 间 I. 因而, 存在 两 个 点 
yo € [0,1/2], yı € [1/2, 1] 使 得 Saly) = 1/2, 从 而 f2(y;) = 1. 这 样 就 有 

£210, yo] = få lyo, 1/2] = I 
以 及 
f2[1/2, ys] = fèl, 1] =I. 
由 于 函数 2 是 四 次 的 , 故 它 的 图 像 如 图 15.7 所 示 . 按 这 种 方式 继续 下 去 , 我 们 将 
找到 工 的 23 个 子 区间 , 它们 在 fo 下 都 映 满 1, 以 及 24 个 子 区 间 , 它们 在 fi FE 
BUR 1, 等 等 . 于 是 我 们 就 看 到 , f4 在 工 中 有 2 个 不 动 点 ; 凡 在 I 中 有 4 个 不 动 点 ; 
3 在 I 中 有 23 个 不 动 点 ; FE 在 工 中 有 24 个 不 动 点 ; 然后 , 归纳 地 有 , Se 在 工 中 有 
on 个 不 动 点 . fa 的 2 个 不 动 点 出 现在 0 和 3/4. J? 的 4 个 不 动 点 , 包括 这 2 个 不 
动 点 和 一 对 周期 为 2 的 周期 点 . 在 FB 8 个 不 动 点 中 , 2 个 是 fa 的 不 动 点 , 而 其 
他 6 个 位 于 fa 的 一 对 3 环 中 . 在 由 的 16 个 不 动 点 中 , 2 个 是 fa 的 不 动 点 , 2 个 是 
周期 为 2 的 周期 点 , 剩 下 的 12 个 都 是 周期 为 4 的 周期 点 . 显然 , 当 入 从 3.4 变化 到 


AME 


图 15.7 合理 映射 fa = 4e(1— 2), UR SiM fs EI EAR 
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另 一 方面 , 如 果 我 们 在 区 间 工 中 随机 地 选取 一 个 种 子 , 然后 利用 图 像 达 代 作出 
EE fa 的 迭代 下 的 轨道 , 我 们 将 很 难看 到 这 种 环 . 在 图 15.8 中 , 我 们 画 出 了 种 子 
0.123 在 函数 fs 迭代 下 的 轨道 , 其 中 , 分 别 取 了 200 KERA 500 次 迭代 . 那里 似 
PRET He “RE 现象 . 


图 15.8 种 子 0.123 在 fa 下 的 轨道 , (a) 中 用 了 200 KKK, (b) 中 用 了 500 次 迭代 


15.4 混 i 


在 本 节 , 我 们 介绍 几 个 典型 的 混沌 的 一 维 离散 动力 系统 例子 . 回忆 一 下 , FR 
UCW RAE W 中 稠密 的 , WRU 有 点 可 以 任意 的 接近 大 和 集合 W 中 的 任意 点 . 
设 f 是 一 个 将 区 间 工 = [a, 8] 映 到 自身 的 映射 , 与 洛 伦 蒋 模 型 中 一 样 , 我 们 称 f 是 
混 池 的 , 如 果 

(1) f 的 周期 点 在 了 中 稠密 ; 

(2) f 在 1 上 是 传递 的 , 即 , 对 于 工 的 任意 两 个 子 区 问 U, U2, 都 存在 zo € Ui 
和 一 个 m > 0, 使 得 f"(zo) € U2; 

(3) f 在 工 中 有 敏感 依赖 性 , 即 , 存在 敏感 常数 0 > 0, 使 得 对 于 任意 的 zo € I 
以 及 关于 ro 的 任意 开 区 间 U, 都 存在 某 一 种 子 yo EU Al n > 0 使 得 


|f” (z0) — f"(yo)| > 2. 


可 以 证 明 , 传递 性 条 件 等 价 于 存在 一 条 在 了 中 稠密 的 轨道 . 显然 , FERE 
道 蕴 涵 传 递 性 , 这 是 因为 稠密 轨道 会 重复 地 经 过 了 中 的 任意 开 子 区 间 . 另 一 个 方 
向 的 证 明 依 赖 于 分 析 中 的 Baire AE, 我 们 不 打算 在 这 里 证 明 . 

奇妙 的 是 , 对 于 区 间 上 的 映射 , 混沌 定义 中 的 条 件 3 是 多 余 的 [8]. 这 多 少 有 些 
令 人 惊奇 , 因为 定义 中 的 前 两 个 条 件 本 质 上 是 拓扑 的 , 而 第 三 个 则 是 一 个 度量 性 质 
( 它 依赖 于 距离 的 概念 :). 

现在 我 们 来 讨论 混沌 一 维 映射 中 的 几 个 经 典 例子 . 
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例 (加 倍 映射 ) 不 连续 函数 D : [0,1) 一 [0,1) 的 定义 由 D(z) = 2z mod 1 给 出 , 即 


D(z) = 27 mRO<2<1/2, 
~ | 2z-1 me 1/2<2<1. 


简单 的 计算 表明 D"(z) = 2"z mod 1, 从 而 D” 的 图 像 由 2 条 斜率 为 2" 的 线段 组 
成 , 并 有 旦 每 条 线段 都 延伸 到 整个 区 间 [0,1)( 见 图 15.9). 


图 15.9 [0,1) 上 的 加 倍 映射 D RARER D? 和 D? 的 图 像 


为 了 看 出 加 们 映射 D 在 [0,1) 上 是 混沌 的 , 注意 D" 将 任何 形 如 [k/2", (k + 
1)/2"),k =0,1,---,2" — 1 的 区 间 映 满 区 间 [0,1). 于 是 D" 的 图 像 与 对 角 线 y= x 
在 这 些 区 间 上 的 某 点 相交 , 从 而 在 每 个 这 种 区 间 中 都 有 一 个 周期 点 . 由 于 这 些 区 
间 的 长 度 为 1/2", 因而 周期 点 在 [0,1) PR. 传递 性 也 可 由 此 而 得 , 因为 任 给 并 
KE J, 对 于 充分 大 的 n, 总 可 以 在 J 内 部 找到 一 个 形 如 [k/2",(k 十 1)/2”) 的 区 间 ， 
从 而 , D" 就 将 J 映 满 整个 [0,1). 这 同时 也 证 明了 敏感 性 , 这 里 我 们 取 敏感 常数 为 
1/2 即 可 . 

注意 , 此 时 可 以 将 D 的 所 有 周期 点 明确 地 写 出 来 (见习 题 5aj， 有 趣 的 是 , 如 
果 使 用 计算 机 适 代 加 倍 映射 , 将 会 发 现 所 有 的 轨道 最 终 都 固定 在 0 处 , 这 当然 是 错 


误 的 ! 对 于 这 种 现象 的 一 个 解释 , 见习 题 5c. a 
A (HR BR ST) SL PEASE A DO BRT IAS TER, 其 定义 如 下 : 
T(z) = Qa 如 果 0 < z < 1/2, 
~ | -2z+2 Met 1/2<a<1. 


T 称 为 帐 壬 映射 . 见 图 15.10. HA T” 的 图 像 , T 在 [0,1] 上 为 混沌 的 证 明 可 以 像 
加 倍 映射 情形 一 样 地 给 出 (见习 题 15). 

观察 帐篷 映射 了 的 图 像 与 15.3 节 中 讨论 的 合理 映射 f(x) = 4z(1 -2z) 的 图 
B, 似乎 二 者 在 迭代 下 应 该 有 许多 相同 的 性 质 . SOL, 的 确 如 此 . 为 了 理解 这 一 
点 , 我 们 需要 再 次 引入 共 弗 的 概念 , 不 过 这 次 是 对 离散 系统 引入 . 
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图 15.10 [0,1] 上 的 帐篷 映射 及 其 高 次 迭代 T? A T? 的 图 像 


假设 1,J 是 两 个 区 间 , f : I> I g: J 一 J 为 两 个 映射 . 我 们 称 f 和 g 是 共 
HAI, MARFA hI J 使 得 满足 共 轿 方程 hof = goh. 同 流 的 博 
形 一 样 , 一 个 共 氏 将 f 的 罗 道 带 到 9 的 轨道 . 这 是 因为 , 对 所 有 的 z € I 我 们 有 
hf"(z)) = g"(h(z)), AT hH f ARTF z 轨道 上 的 第 m 个 点 带 到 g 迭代 下 h(a) 
轨道 上 的 第 ” 个 点 . 同样 , h-! 将 g 的 轨道 带 到 S AO BLE. a 
例 考虑 合理 函数 fa : [0,1] 一 [0,1] 以 及 二 次 函数 9 : [-2,2] 一 [-2,2], 其 中 
g(z) = z? — 2. 4 h(x) = —4r +2, TI h $ [0,1] 带 到 [-2,2]， 而且, 我 们 有 
Pt4z(1 一 2)) = (A(z))? — 2, Am h WELEDA, TE fa 和 9 SESE RIAN. a 

HPK — “MEME SERS ALTE AYE, 因而 从 研究 混沌 的 角度 看 , 共 
力 关系 是 很 重要 的 . 
命题 “假设 1:T 一 了 和 9 :J 一 J 通过 h 共 罗 , 这 里 I 和 .都 是 RR 中 具有 有 限 
长 的 闭 区 间 . 如 果 f 在 1 上 是 混沌 的 , 则 9 在 J 上 是 混沌 的 . 

证 明 令 U 为 J 的 一 个 开 子 区 间 , 考虑 h-!(U) CT. 由 于 的 周期 点 在 I 中 稠密 
因而 存在 /的 周期 点 ze h-1(U). 设 z 的 周期 为 n. 则 由 共 思 方程 可 得 


g"(A(z)) = A(f"(z)) = h(x). 


这 就 给 出 了 9 在 U 中 的 一 个 周期 点 h(z), 从 而 证 明了 g 的 周期 点 在 J 中 稠密 

如 果 U 和 V 是 J 的 开 子 区 间 , 则 AOU) 和 hV) 就 是 了 的 开 子 区 间 . 由 
f 的 传递 性 可 知 , 存在 z1 € hi-1(D), 使 得 对 于 某 个 m 有 /fm(zi) e AV). 于 是 
h(x1) € U, 并 且 我 们 有 g™(h(z1)) = h(fm(z1)) € V, AT g 也 是 传递 的 . 

对 于 敏感 性 , 假设 / 具有 敏感 常数 6. 令 I = [ao, a], 我 们 不 妨 假设 8 < al -an 
对 任何 的 z € [ao'al - 中 , 考虑 函数 [h(x + B) - h(x)|. 这 是 [ao aa — 8 上 的 一 个 
连续 函数 , 而 且 是 正 的 . 从 而 它 有 一 个 最 小 值 8'. 由 此 可 知 , hH I 中 一 个 长 度 为 
6 的 区 间 带 到 J 中 一 个 长 度 至 少 为 8' 的 区 间 . 容易 验证 8' 就 是 g 的 一 个 敏感 常 
数 , 证 毕 . a 

在 两 个 具有 等 价 的 动力 学 的 函数 之 间 , FPA A ARSE EL, 我 们 可 
以 将 共 生 必 须 是 一 对 一 的 这 个 条 件 放松 , 而 仍然 保证 上 一 个 命题 的 结论 成 立 . 如 
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果 h 是 一 个 至 多 n 到 1 的 连续 函数 , HAM LIME ho f=goh, 则 称 户 是 一 
个 上 和 39 之 间 的 半 共 轿 . 容易 验证 , KIRA RK ELAM TA (见习 
题 12). 半 共 轿 不 一 定 保持 环 的 最 小 周期 , 但 它 的 确 将 环 映 到 环 . 

例 ”帐篷 映 射 全 和 合理 函数 fy EIEN. 为 此 , RTS 


h(x) = 5a — cos 2n7). 


则 将 [0,1] 区 间 以 二 对 一 的 方式 映 到 自身 , 但 是 要 除去 1/2 这 一 点 , 它 是 唯一 被 
PREY 1 的 点 . 我 们 来 计算 


h(T(z)) = =(1 — cos4dnz) 


1 
2 
1 1 

37 5(2cos* 2rz — 1) 
1 


— cos? 2x 


= 4 (3 一 5 0082nz ) (3 十 TEJ 

= fa(h(z)). 
因而 , A ÈT A fa 2 NAE. 注意 , 我 们 总 可 以 找到 任意 小 的 子 区 问 使 
得 它 在 工 的 和 迭代 下 映 满 整个 [0,1]. 因而 fa 将 这 些 子 区 间 在 户 下 的 像 也 映 满 整个 
(0,1). 由 于 有 是 连续 的 , 这 些 子 区 间 的 像 可 以 取得 任意 小 . 因而 我 们 也 可 以 取 1/2 


作为 fa 的 一 个 敏感 常数 . 于 是 我 们 就 证 明了 如 下 命题 ， 四 
命题 “合理 函数 fs(z) = 4z(1 - z) AE LITA. 四 
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现在 我 们 转 到 分 析 混 沌 系统 最 有 用 的 工具 之 一 : 符号 动力 学 . 这 里 我 们 仅仅 
给 出 一 个 如 何 运 用 符号 动力 学 的 例子 , 更 多 的 一 些 例子 将 会 出 现在 下 一 章 . 

考虑 合理 映射 Ale) = 和 x(1 -zx), 其 中 入 > 4. 图 像 迭 代 似乎 说 明 几 乎 所 有 的 
轨道 都 要 趋 于 -co( 见 图 15.11). 当然 , 并 不 真 的 如 此 , 这 是 因为 这 个 函数 具有 不 动 
点 以 及 其 他 一 些 周 期 点 . 我 们 将 看 到 , 事实 上 , 在 一 个 意 想不到 的 “大 ”集合 ( 称 为 
康 托 集 ) 上 都 充满 了 这 个 函数 的 混沌 行为 . 

与 入 < 4 的 情形 不 同 , 当 和 > 4 时 , RMT = [0,1] 不 再 是 不 变 的 : 某 些 轨 道 
将 逃逸 工 然后 趋 于 -co. 我 们 的 目的 是 理解 非 逃逸 轨道 的 行为 . 记 A 是 由 那些 轨 
道 永 不 离开 了 的 点 所 构成 的 集合 . 如 图 15.12a 所 示 , 存在 一 个 开 区 间 A 使 得 fh 
在 其 上 的 取 值 严格 大 于 1. 于 是 , 对 所 有 的 = e ho, 都 有 f?) < 0, 因而 Ao 中 所 
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$m TTA TT 
有 点 的 轨道 都 趋 于 -oo. 注意 , 任何 离开 了 的 轨道 在 趋 于 -oo 之 前 必须 首先 进入 
Ao. 而 且 Ao 的 两 个 端点 的 轨道 最 终 都 固定 在 0 点 , 因而 这 两 个 端点 包含 在 A 中 
记 Ai 为 4o E T PERG: A 由 了 中 的 两 个 开 区 间 构 成 , 在 ho 的 左右 两 边 各 有 
一 个 . Al 中 的 所 有 点 都 被 有 BLA Ao, 因而 它们 的 轨道 也 趋 于 -oo. TEA, Ay 的 端 
点 最 终 都 是 不 动 点 . 如 此 继续 下 去 , 我 们 看 到 , A 的 两 个 开 区 间 中 每 一 个 都 包含 
由 一 对 不 相交 的 开 区 间 构 成 的 A, 的 原 像 , 因而 首次 迁 代位 于 A, 中 的 点 就 由 4 个 
开 区 间 构 成 , 它们 的 二 次 迭代 在 Ao 中 , 于 是 这 些 点 的 轨道 也 趋 于 - oo. 将 这 4 个 
区 问 的 并 记 为 42. 一 般 地 , 记 An 是 了 中 的 那些 ”次 迭代 位 于 Ao 中 的 点 构成 的 
集合 . An 由 了 中 2" 个 互 不 相交 的 开 区 间 构 成 . 对 于 7 中 的 任 一 点 , 如 果 它 的 轨道 
离开 I, 则 这 个 点 必须 位 于 某 一 个 An 中 . 于 是 我 们 就 有 


图 15.11 对 于 入 >4 的 合理 函数 户 , 其 典型 轨道 在 围绕 单位 区 间 游 荡 
一 段 时 间 后 似乎 都 要 趋 于 -oo 


(a) (b) 
图 15.12 (a) I 中 的 逃逸 集 由 一 组 互 不 相交 的 开 区 间 构 成 . (b) KEJ Io 
AL 分 别 位 于 Ao 的 左右 两 边 
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为 了 理解 fy 在 了 上 的 动力 学 , 我 们 引入 符号 动力 学 . 直到 本 节 结 束 , 我 们 始 
终 都 用 Io R h PANE I- ho 中 的 左右 两 个 闭 区 间 ( 见 图 15.12b). 给 定 zo € A, 
zo 的 整个 轨道 都 位 于 JoU 卫 中 . 于 是 , 我 们 可 以 将 一 个 由 0 和 1 组 成 的 无 穷 序 列 
S(zo) = (so0s1s2 …) 关联 到 点 co, 其 关联 方式 如 下 ， 


sj=k 当 且 仅 当 及 (zo) € Ie. 


即 , 我 们 只 是 观察 (co) 在 石和 五 之 问 的 来 回 跳动 , 然后 根据 fi (co) CLF BBS 
区 问 而 对 第 了 个 位 置 赋 以 0 或 1. 序列 S(zo) 称 为 zo 的 旅行 路 线 (或 旅程 ). 
例 不 动 点 0 的 旅程 为 5(0) = (000…). 五 中 的 不 动 点 zx 的 旅程 为 Sa) = 
(111… 小 点 zo = 1 是 最 终 不 动 的 , 其 旅程 为 sa) = (1000…). 一 个 在 石和 五 之 
问 来 回 跳动 的 2 环 的 旅程 为 (01…) 或 (10…), 其 中 OL 就 是 将 块 01 重复 无 穷 多 
次 构成 的 序列 . 

记忆 为 所 有 可 能 的 0,1 序列 构成 的 集合 . 空间 E 中 的 一 个 “点 ”就 是 形 如 
s = (808182---) 的 一 个 无 穷 序 列 . 为 了 便于 想象 空间 2, 我 们 需要 知道 2 中 两 个 不 
同 的 点 之 间 的 远近 . 为 此 , 令 s = (so03182…), t = (totit2-…) Æ E 中 的 两 个 点 . E 
上 的 一 个 距离 函数 , 或 一 个 度量 , 是 满足 如 下 3 条 的 一 个 函数 d = d(s, t): 

(1) d(s,t) > 0, 并且 d(s,t) =0 当 且 仅 当 s = 

(2) d(s,t) = d(t, s); 

(3) 三 角 不 等 式 : d(s,u) < d(s, t) + d(t, u). 

由 于 忆 并 不 自然 地 就 是 欧 氏 空间 的 一 个 子 集 , 我 们 不 能 在 © 上 使 用 欧 氏 距 
离 . 因而 我 们 必须 自己 定义 一 个 距离 . 下 面 就 是 我 们 选择 的 距离 函数 

ds) = 7 jiz, 
i=0 


注意 这 个 无 穷 级 数 收敛 : 这 个 级 数 中 的 所 有 分 子 总 是 0 或 1. 因而 通过 与 几何 级 
数 比较 就 可 知 这 个 级 数 收敛 ， 
1 


Al 
可 以 直接 验证 所 选 的 4 满足 距离 函数 定义 中 的 3 个 要 求 (见习 题 13). BRINE 


离 函数 初 看 起 来 有 些 复杂 , 但 是 计算 起 来 常常 很 容易 . 四 
例 
(1) a(@),() = DL =F =o, 
i=0 i=0 
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4 
8) (0,0) = = ge 3 z 

马上 的 距离 函数 的 重要 性 在 于 , 有 了 距离 之 后 , 我 们 就 可 以 知道 点 什么 时 候 在 
接近 , 什么 时 候 在 分 开 . 特别 地 , 我 们 有 : 
命题 Ws = (s98152---), t= (totite-+-) € D. 

(1) 如 果 对 了 = 0,…,n 都 有 sj = tj, Wl d(s, t) < 1/2"; 

(2) 反之 ,如 果 d(s,t) < 1/2", 则 对 7 了 = 0,…,n MA s; = t. 
证 明 在 情形 (1), 我 们 有 


n oo 
_ si sil |si — ti 1 _ 
dd) yt > SA con ss ier 


i=n+1 


另 一 方面 , MR d(s,t) < 1/2", 则 对 任 一 7 <n, 必定 有 s; = tj, 这 是 因为 否则 的 话 ， 
就 有 d(s,t) 2 |s; 一 t;|/23 = 1/2) 21/2". B 
现在 我 们 就 在 忆 中 具有 了 远近 的 概念 , 下 面 我 们 来 证 明 本 章 的 主要 定理 ， 
定理 4A>4AN, WERK S: A LD BPA. 
证 明 事实 上 我 们 将 只 对 A 充分 大 的 情形 证 明 这 个 定理 : 我 们 假设 存在 K > 1, 
使 得 对 所 有 的 ze lo UI, 都 有 | 及 (z)| > K > 1. 读者 可 以 验证 , 只 要 入 > 2+ V5 
就 足够 了 . 当 4 < 入 < 2+ V5 时 ,证 明 要 复杂 些 , 参见 (25). 

我 们 首先 证 明 S 是 一 对 一 的 . 令 z,y € A, 并 且 假 设 S(z) = Sly). FH, 对 每 
A n, 7(z), f(y) 都 位 于 1/2 的 同一 边 . 这 意味 着 fy E (x) 和 fr(y) 之 间 的 区 
间 上 是 单调 的 . 于 是 , 这 个 区 间 在 f 下 的 像 仍然 在 bUn P. 由 于 在 这 个 区 间 中 
的 所 有 点 处 , 都 有 A] > K > 1, 因而 , 同 15.1 节 中 一 样 , f 每 迭代 一 次 , 就 将 这 个 
区 间 的 长 度 扩张 KS. 于 是 Kc) MY) 之 间 的 距离 将 无 限 增长 , 因而 这 两 个 
点 最 终 必 定 要 位 于 A 的 两 边 . 这 与 它们 有 相同 的 旅程 矛盾 . 

为 了 看 出 S 是 满 的 , 我 们 先 引入 下 面 的 记号 . + J cl 为 一 个 闭 区 间 . 记 


FX”) = {2 € IFR (2) € J}, 


即 fy. "(J) Æ J E R FEUR. 从 入 > 4 时 fh HAAS, MRI CI BA 
区 间 , 则 从 "(J) 由 两 个 闭 子 区 间 构 成 , 一 个 在 Jo 中, 另 一 个 在 五 中 . 
RES s = (sos1s2…). 我 们 需要 构造 一 个 zeA 使 得 S(z) = s. HH, 我 们 定 
X 
了 sosi sn = {z E Iz E€ Is fx(x) € Is»: “ (7) E€ Ien} 


= Ia Nfa) NA “Nf,” (Lsn): 
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我 们 断言 ,Fos sn 物 成 了 一 个 非 空 的 闭 区 间 套 序列 . 注意 ， 
Ts = Iso N fy (Tg...sn). 


根据 归纳 法 , 我 们 不 妨 假设 7.…。 是 一 个 非 空 的 子 区 间 , TE, 由 上 面 的 观察 
F Uan) 由 两 个 闭 区 间 构 成, 一 个 在 五 中 , 另 一 个 在 五 中 , BATHE onf Ues) 
就 是 一 个 闭 区 间 . EKARREN, 这 是 因为 


70 sn = Taos sn_a N fx" Uen) C lsgsi anmi . 


由 此 可 得 


Do 


门 T0535, 


n=0 
是 非 空 的 . 注意 , 如 果 z © Onzoleos:---2n> WW ze Ls fa(z) E Ia, 等 等 . 因而 , S(z) = 
(sosi). 这 就 证 明了 5 EWH. 

注意 , n>01sosy.…s。 只 包含 唯一 的 点 . 从 5 是 一 对 一 的 事实 可 以 立刻 推 得 此 
IW. 特别 地 , 当 n 00 时 , Laosie, 的 长 度 趋 于 0. 

为 了 证 明 S 的 连续 性 , 我 们 任 取 zx € A, 假设 S(z) = (sosise---). $ €> 0, 
WER n 使 得 1/2" < e 对 于 所 有 可 能 的 排列 tot, tn, 考虑 上 面 定 义 的 闭 子 区 间 
Dotita 这 些 子 区 间 都 是 互 不 相交 的 , 而 且 A 就 包含 在 它们 的 并 中 . 共有 2"+1 个 
这 样 的 子 区 问 , E Lose 就 是 其 中 的 一 个 . 因而 可 取 ó ER y EA H leyl <ó 
时 , 就 蕴涵 ye Isossa 于是, S(y) 的 前 n 十 1 项 与 S(z) 的 相同 , 从 而 根据 上 一 命 
题 , 我 们 有 

d(S(2), SY) < È < € 


这 就 证 明了 3 的 连续 性 . 容易 验证 S 也 是 连续 的 , 从 而 5 AEE. = 


15.6 移 位 映射 


现在 构造 一 个 映射 o : 卫 一 2 它 具 有 下 面 的 性 质 ， 
(1) o 是 混沌 的 ; 

(2)o 与 及 在 A 上 的 限制 是 共 儿 的 ; 

(3) 从 动力 系统 的 角度 看 , o 可 以 被 彻底 地 理解 . 
随 着 我 们 的 进行 , 最 后 一 条 的 含义 将 会 变 得 清晰 . 
ENB MRS: ODA 


0{8098182 o +) = (518283 Å. -). 
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即 , 移 位 映射 的 作用 就 是 将 王 中 每 个 序列 的 第 一 个 数字 扔 掉 . 注意 , c 是 了 上 的 一 
个 二 对 一 的 满 射 ， 这 是 因为 ， me (sos152 _ -) € x, 则 


o(0sos1s2.**) = o(1808152--+) = (808182*-). 


命题 ” 移 位 映射 r :了 一 了 是 连续 的 . 
证 明 令 s= (sos1s2.…) CD, € > 0. HEM n HB 1/27 < e. &6=1/2"+!, 假设 
d(s,t) <5, RP t= (totite---). WR i =0,1, n +1, 有 si = ti. 
现在 o(t) = (s182… snsntitn+2…), 从 而 d(o(s),o(t)) < 1/2" < 6. 这 就 证 明 
T o 是 连续 的 . a 
注意 , 我 们 可 以 容易 地 写 出 移 位 映射 的 任 一 周期 的 所 有 周期 点 . 事实 上 , 不 动 
点 就 是 (0) 和 (了). 2 环 就 是 (0T) 和 (T0). 一 般 地 , 周期 为 n 的 周期 点 就 是 无 穷 次 重 . 
SLR BEA n 的 块 构成 : (Bo Sani). 注意 , 相 比 于 fi, o 是 多 么 地 好 ; 不 信 ， 你 哪 天 
试 试 将 f 的 所 有 周期 为 n 的 周期 点 明确 地 写 出 来 ! 但 是 ， 它们 的 确 就 在 那里 , 而 
且 我 们 还 知道 它们 的 大 致 位 置 , 因为 我 们 有 : 
定理 ”旅程 函数 S$ :A 一 区 给 出 了 和 移 位 映射 o 之 间 的 一 个 共 罗 . 
证 明 在 上 节 , 我 们 证 明了 o 是 一 个 同 胚 . 因而 只 需 证 明 Sof. = oos. 为 此 , > 
to € A, 并 假设 8S(zo) = (sosl1sz… 小 则 我 们 有 zo € Iso, fa(zo) € Ia, f2(20) € Ia, 25 
等 . 于 是 就 有 falo) € Ls, £2 (x0) € Toy, 等 等 . 这 也 就 是 说 S(f\(20)) = (51s2s3 小 
BI S(AA(zo)) = o(S(z0)), 这 正 是 我 们 要 证 的 . E 
现在 , 我 们 不 仅 可 以 写 出 o 的 所 有 周期 点 , 而 且 还 可 以 明确 地 写 出 2 中 的 一 
个 点 , 它 的 轨道 是 稠密 的 下 面 就 是 这 样 的 一 个 点 : 


s*=( 01 |00011011|000001...| ... 


长 为 1 的 块 ”长 为 2 的 块 长 为 3 的 块 长 为 4 的 块 


依次 列 出 0,1 构成 的 所 有 长 度 为 1 的 块 、 长 度 为 2 的 块 、 长 度 为 3 的 央 , 等 等 , 就 
构造 出 了 序列 s*. 显然 , 存在 o 在 s* 上 的 某 次 迭代 使 得 所 得 到 序 询 与 Do hE 
给 定 的 序列 在 任意 长 的 初始 位 置 上 都 相同 . BD, 任 给 t= (tot1t2…) € E, 都 可 以 找 
到 k, 使 得 序列 o*(s*) 起 始 的 n 十 1 个 数字 为 如 所 ---th, 即 


). 


o*(s*) = (toti +++ tnSn+18n42 °°°), 
从 而 
d(o*(s*),t) < 1/2". 


因而 s* 的 轨道 可 以 任意 接近 2 中 的 每 一 个 点 . 这 就 证 明了 s* 在 o 下 的 轨道 在 区 
中 稠密 , 因此 o 是 传递 的 . 注意 , 简单 地 将 s* 中 的 都 些 块 重新 排序 , 我 们 就 可 以 得 
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到 许多 其 他 的 点 , 它们 的 轨道 也 在 E PAE. 假如 我 们 要 确定 一 个 种 子 , 使 得 它 在 
一 个 像 fs 这 样 的 二 次 函数 下 的 轨道 在 [0, 1] 中 稠密 , 大 家 想象 一 下 , 这 将 会 是 多 么 
地 困难 ! 这 就 是 我 们 早先 所 说 的 e 的 动力 学 可 以 被 “彻底 地 理解 ”的 含义 . 

移 位 映射 也 具有 敏感 依赖 性 . 事实 上 , 我 们 可 以 将 敏感 常数 就 取 成 2, 即 取 
成 二 中 两 点 之 间 可 能 的 最 大 距离 ， 原因 如 下 : 如 果 s = (sosise---) € E, W å; 
为 “ 非 s;” (BP, 如果 s; = 0, M) 3; = 1; MR s; = 1, 则 5) = 0), 于 是 点 s' = 
(sosl …snsn+l8n+2…') 满足 

(1) d(s, s’) = 1/2”, 但 是 

(2) d(o™t1(s),o"™+1(s’)) = 2. 
作为 一 个 推论 , 我 们 就 证 明了 : 
定理 ” 移 位 映射 c 在 LAIR, 因而 根据 上 个 定理 中 的 共 罗 关 系 , 合理 映射 
户 在 和 > 4 时 是 混沌 的 . = 

虽然 fy, 在 A 上 是 混沌 的 , 然而 符号 动力 学 却 为 集 A 上 fa 的 动力 学 提供 了 一 
个 可 计算 的 模型 . 


15.7 三 分 康 托 集 


前 面 我 们 曾 提 到 过 , A 是 一 个 康 托 集 的 例子 . 这 里 , 我 们 将 描述 这 种 集合 的 一 
个 最 简单 的 例子 , 三 分 康 托 集 C. 我 们 将 看 到 , 这 个 集合 具有 一 些 出 乎 意料 的 有 趣 
性 质 . ’ 

为 了 定义 C, 我 们 从 单位 闭 区 间 I= [0,1 开始 . 规则 是 : 每 当 看 到 一 个 闭 区 
E, 我 们 就 将 中 间 三 分 之 一 的 开 区 间 拿 掉 . 于 是 , 在 第 一 步 , 我 们 拿 掉 (1/3,2/3), 留 
下 2 个 闭 区 间 [0,1/3] 和 [2/3,1]. 然后 重复 这 一 步 , 再 拿 掉 留 下 的 2 个 闭 区 间 的 中 
间 三 分 之 一 . 这 样 我 们 就 角 下 4 个 闭 区 间 [0,1/9], [2/9,1/3], [2/3, 7/9], (8/9, 1]. BS 
掉 这 些 区 间 的 中 间 三 分 之 一 , 就 留 下 23 个 闭 区 间 , 每 个 的 长 度 都 是 1/33. 以 这 种 
方式 继续 下 去 , 在 第 ne, 我 们 留 下 27 个 闭 区 间 , 每 个 的 长 度 都 是 1/3". 当 我 们 将 
这 个 过 程 进行 到 ”一 oo 时 的 极限 , 最 后 留 下 的 就 是 三 分 康 托 集 C: 注意 , 这 个 构 
造 与 15.5 节 中 A 的 构造 非常 相似 ! 事实 上 , 可 以 证 明 , A ARF C( 见 习题 16 和 习 
题 17). 

在 拿 掉 所 有 这 些 开 区 间 后 , 了 中 哪些 点 会 留 在 C 中 呢 ? 当然 , 0 和 1 BAEC 
中 , 还 有 第 一 次 拿 掉 的 区 间 的 端点 1/3 和 2/3 EAE C 中 . 事实 上 , 每 个 被 拿 掉 的 
并 区 间 的 端点 都 位 于 C 中 , 这 是 因为 这 些 点 始终 都 不 会 在 中 间 三 分 之 一 的 开 子 区 
间 中 . 乍 看 起 来 , 似乎 这 些 就 是 康 托 集 C 中 仅 有 的 点 , 但 事实 远 非 如 此 . 事实 上 , C 
中 的 大 多 数 点 都 不 是 端点 ! 

为 了 看 出 这 一 点 ,我 们 将 C 中 的 每 个 点 贴 上 一 个 地 址 . 这 些 地 址 是 由 元 , 尽 组 
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成 的 无 穷 长 的 串 , 其 定义 方式 如 下 . 在 构造 中 的 每 一 步 , C 中 的 点 都 位 于 两 个 小 的 
闭 子 区 间 的 某 一 个 中 , 这 两 个 小 的 闭 子 区 间 一 个 在 被 拿 掉 的 开 区 间 的 左边 , 一 个 在 
右边 . 从 而 在 第 ” 步 , 根据 这 个 点 是 位 于 这 一 步 被 拿 掉 区 间 的 左边 或 右边 , 我 们 将 
分 别 赋 以 工 或 RE. 例如 , 我 们 将 LLL… RA 0, 而 将 RRR… RRS 1. 端点 1/3 和 
2/3 的 地 址 分 别 是 LRRR.… 和 RLLL…. 在 下 一 步 , 1/9 的 地 址 是 LLRRR.…, 这 
是 因为 在 开始 两 步 1/9 位 于 [0,1/3] 和 [0,1/9] F, 此 后 它 总 是 在 右边 的 区 间 . 同样 
2/9 的 地 址 是 LRLLL…, 而 7/9 和 8/9 地 地 址 分 别 是 RLRRR.-- 和 RRLLL-... 

请 注意 C 的 每 个 端点 的 情况 . 上 面 的 几 个 例子 表明 , 一 个 端点 的 地 址 总 是 以 
SB LR PRA BR. 但 是 , 对 于 C 中 的 点 ， 还 有 很 多 其 他 可 能 的 地 
址 . 例如 , C 中 存在 一 个 点 , 它 的 地 址 是 LRLRLR…. 这 个 点 位 于 如 下 的 交集 中 ， 


[0, 1/3] A [2/9, 1/3] N [2/9, 7/27] N (20/81, 7/27] .….. 


注意 , 这 个 点 位 于 一 个 长 度 依次 为 /3” 的 闭 区 间 套 的 交集 中 ， 而 且 它 是 这 个 交集 
中 的 唯一 的 点 . 因为 典型 的 地 址 都 不 是 以 全 由 工 , 或 全 由 RARE BER, 这 就 说 
明 C 中 的 大 多 数 点 都 不 是 端点 . 

事实 上 我 们 可 以 说 得 更 多 些 , 三 分 康 托 集 包含 不 可 数 多 个 点 . 回忆 一 下 ， 一 个 
无 穷 集合 是 可 数 的 , 如 果 它 可 以 和 自然 数 之 间 建 立 一 一 对 应 ; 否则 这 个 集合 就 是 不 
可 数 的 . 
命题 ”三 分 康 托 集 是 不 可 数 的 . 
证 明 假设 C 是 可 数 的 . 这 意味 着 我 们 可 用 某 种 方式 将 C 中 的 每 个 点 都 对 应 到 
一 个 自然 数 , 比如 ， 
LLLLL... 
RRRR.--- 
LRLR... 
RLRL.-.. 
LRRLRR... 


等 等 . 但 是 , 现在 我 们 考虑 这 样 的 一 个 地 址 , 它 的 第 一 个 元 素 是 序列 1 的 第 一 个 元 
ROTH, 它 的 第 二 个 元 素 是 序列 2 的 第 二 个 元 素 的 对 面 , 如 此 下 去 . 这 是 一 个 新 
的 L,R IEA (比如 , 在 上 面 列 出 的 例子 中 , 它 的 开始 几 个 字母 是 RLRRL---). 于 
是 , 我 们 就 构造 出 了 一 个 L, R 的 序列 , 它 与 我 们 列 出 的 第 n 个 序列 在 第 个 位 置 
不 同 . 于 是 , 这 个 序列 就 没有 被 列 出 , 因而 这 个 与 自然 数 的 一 一 对 应 是 失败 的 . 这 
一 矛盾 就 证 明了 结果 . | 

我 们 可 以 用 一 种 更 熟悉 的 方式 确定 三 分 康 托 集中 的 点 . 为 此 , 我 们 将 C 中 点 
的 地 址 从 工 ,RR 的 序列 变换 成 0,2 的 序列 , 从 而 得 到 它 的 一 个 新 地 址 ; 即 ， 将 每 个 二 
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替换 成 0, 而 将 每 个 R 替换 成 2. 为 了 确定 C 中 一 个 点 z 的 数值 , 我 们 从 zx 的 下 
FREE: 开始 时 为 0, 然后 对 每 个 = 1,2,3,…, 向 右 移动 ss/3" 个 单位 , 其 中 
sn 二 0 或 2 是 z 的 新 地 址 中 的 第 nn 个 数字 . 

例如 , 1 的 老 地 址 是 RRR…, 新 地 址 是 222…, 于 是 1 可 以 写成 


2 2 2 2 之 1 2 1 

atat ss lms (iis) 
类 似 地 , 1/3 的 老 地 址 是 LRRR…, 新 地 址 是 0222…, 因而 

0 2 2 25 1 1 1 

git i) 
最 后 , 老 地 址 是 LRLRLR…, 新 地 址 是 020202… 的 点 是 

0 2 0 2 2— 1 1 1 

gta tgz tzt 2 = (5) = 4 


注意 , 这 个 点 就 是 早先 提 到 的 C 中 的 一 个 非 端 点 . 
敏锐 的 读者 可 能 已 经 意识 到 C 的 一 个 点 x 的 新 地 址 就 是 zx 的 三 进 制 表示 . 一 
个 点 ze 的 三 进 制 表示 为 alazas …, MR 


其 中 a; 取 0、1 或 2. 于 是 我 们 看 到 , 在 三 分 康 托 集 中 的 点 的 三 进 制 表示 中 , 数字 1 
始终 不 出 现 
这 里 我 们 必须 要 小 心 一 些 . 1/3 的 三 进 制 表示 是 1000…. 但 上 面 我 们 已 经 看 
到 , 1/3 的 三 进 制 表示 还 可 以 写成 0222…. 从 而 1/3 有 一 个 不 包含 数字 1 的 三 进 
制 表示 . 事实 上 , C 中 每 个 端点 都 有 类 似 的 两 个 三 进 制 表示 , 其 中 一 个 不 包含 数字 1. 
我 们 已 经 证 明 C 包含 不 可 数 多 个 点 , 但 是 我 们 可 以 说 得 更 多 : 
命题 ”三 分 康 托 集 与 区 间 [0, 1] 包含 同样 多 的 点 . 
证 明 C 由 所 有 这 样 的 一 些 点 构成 , 它们 的 三 进 制 表 示 aaas: 中 只 包含 0 或 2 
两 个 数字 . 取 一 个 这 样 的 表示 , 并 将 其 中 的 每 个 数字 2 用 1 BHR, 然后 将 这 个 申 看 
成 一 个 二 进 制 表 示 . 这 样 , 我 们 就 得 到 了 所 有 可 能 的 二 进 制 表示 . 由 于 [0, 1 中 的 
点 都 有 一 个 二 进 制 表示 , 于 是 我 们 就 得 到 了 C 中 的 点 和 [0,1] 中 的 点 之 间 的 一 个 
对 应 (至 多 是 2 对 1 的 ). m 
最 后 , 我 们 还 注意 到 : 
命题 ”三 分 康 托 集 的 长 度 为 0. 
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证 明 我 们 先 将 每 一 步 中 拿 掉 的 区 间 的 长 度 相 加 , 这 样 就 得 到 了 C 的 余 集 的 长 度 ， 
然后 由 此 得 出 C 的 “长 度 " ,这些 被 拿 掉 的 区 间 的 长 度 依次 为 1/3,2/9, 4/27,…. 
因而 I 一 C 的 长 度 就 是 


1 2 4 1 /2\" 
statyta) =1. a 


由 于 C RERE PBA” 点 组 成 , 上 面 的 事实 并 不 令 人 惊讶 . 但 是 , 现在 
我 们 来 考虑 五 分 康 托 集 , 其 构造 与 C 类 似 , 只 不 过 现在 拿 掉 的 是 每 个 闭 区 间 中 的 
五 分 之 一 的 开 区 间 . 这 个 集合 的 长 度 非 零 , 但 它 仍然 与 CAM. 正如 我 们 前 面 所 
说 , 这 些 康 托 集 具有 出 乎 意料 的 有 趣 性 质 ! 而 且 , 请 注意 a 在 其 上 为 混沌 的 集合 
A 正 是 这 样 一 种 对 象 . 


15.8 RR: 立方 混沌 


在 这 个 探索 中 , 你 将 研究 由 一 族 三 次 函数 A(z) = Ar- z3 给 出 的 离散 动力 系 
统 的 行为 . 你 必须 尽 基 严格 证 明 下 面 列 出 的 每 件 事 . 

(1) 对 所 有 的 和 < --1, 描述 这 族 函 数 的 动力 学 . 

(2) 描述 在 入 = -1 处 出 现 的 分 岔 . 提示 : 注意 , fy 是 一 个 奇 函数 . 特别 地 , 当 
fx 的 图 像 穿 过 直线 y = -z 时 , 发 生 了 什么 ? 

(3) 描述 在 -1 <A < 1 AT fy 的 动力 学 . 

(4) 描述 在 入 = 1 BH A} ee. 

(5) 找 出 和 的 一 个 取 值 A 使 得 fa 有 一 对 不 变 区 间 [0, to], 并 且 在 每 个 这 种 
KE, fy 的 行为 都 类 似 于 合理 函数 fa = 4z(1 - z). 

(6) 当 入 增加 地 穿 过 A 时 , 描述 动力 学 上 出 现 的 变化 . 

(7) 描述 当 和 非常 大 时 Sy 的 动力 学 . 在 这 种 情形 , FIR AL AR BEIGE too 的 
点 构成 的 集合 A、. 

(8) 当 入 非常 大 时 , 运用 符号 动力 学 建立 一 个 序列 空间 以 及 一 个 相应 的 移 位 
映射 , 并 证 明 fy 在 A、 上 是 混沌 的 . 

(9) 找到 一 个 参数 值 X >A", 使 得 上 面 的 两 个 观察 结果 成 立 . 

(10) 描述 当 入 增加 地 穿 过 N 时 出 现 的 分 岔 . 


15.9 RR: 轨道 图 


不 同 于 上 个 探索 , 这 个 探索 主要 是 试验 性 的 . 设计 这 个 探索 是 为 了 让 你 熟悉 ， 
当 参 数 从 0 增加 到 4 时 , 合理 族 中 丰富 的 动力 学 . 利用 一 台 计 算 机 以 及 任何 看 似 合 
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适 的 软件 , 按 下 面 的 方式 构造 合理 族 flr) = Xz(1 - z) 的 轨道 图 : 选取 一 个 N, 并 
EN 等 分 参数 空间 (0,4), 得 到 N 个 和 的 值 , Arde, Aw. 例如 , 取 N = 800, 令 
dj = 0.005j. 对 每 个 A; 计算 0.5 在 及 ,下 的 轨道 , 并 按照 下 面 的 方式 画 出 这 些 轨道 

取水 平 轴 作为 》 轴 , 竖 直 轴 作为 z 轴 . 在 每 个 Ay 上方, 描 出 点 Oy, fE (0.5), 
其 中 (比如 说 )50 < k < 250. 即 , 算出 0.5 在 及 ,下 的 轨道 的 前 250 个 点 , 但 是 在 竖 
直线 和 = 和 ; 上 只 显示 后 面 的 200 个 点 . 实际 上 , 你 这 样 显示 的 就 是 0.5 的 轨道 的 
“命运 ”. 

你 需要 将 这 个 图 中 的 某 些 部 分 放大 ; 图 15.13 所 显示 的 就 是 这 样 的 一 种 放大 
图 , 其 中 我 们 只 显示 了 A 位 于 区 间 [3,4] 时 的 轨道 图 . 


3 3.S7 3.83 4 
图 15.13 合理 族 的 轨道 图 , 其 中 3 入 入 和 4 


(1) 由 0 和 和 < 3.57… 所 界定 的 区 域 称 为 周期 1 窗口 . 描述 当 入 在 这 个 窗口 
中 增加 时 你 所 看 到 的 情况 . 出 现 了 什么 类 型 的 分 贫 ? 

(2) 在 上 一 问 中 的 分 岔 附近 , 你 有 时 会 看 到 一 些 模糊 的 点 , 这 是 什么 引起 的 ? 

(3) 观察 大 致 由 3.828… < 入 < 3.857.… 所 界定 的 周期 3 窗口 . 研究 当 入 增加 
时 产生 这 个 窗口 的 分 贫 . 

(4) 还 有 很 多 其 他 的 周期 n 窗口 (如 此 称呼 是 由 于 ”是 在 这 个 窗口 中 观察 到 
的 环 的 最 小 周期 ). 当 入 增加 时 , 讨论 你 能 找到 的 窗口 排列 方式 . 特别 地 , 如 果 你 放 
大 周期 1 窗口 和 周期 3 窗口 之 间 的 部 分 , 在 依次 放大 的 过 程 中 , 较 大 的 窗口 是 如 何 
排列 的 ? 

(5) 在 这 个 轨道 图 中 , 你 可 以 观察 到 一 些 “ 较 黑 的 ”曲线 . 它们 是 什么 ? 为 什么 
会 出 现 这 样 的 情况 ? 


习 题 
1. 找 出 下 面 每 个 映射 的 所 有 周期 点 , 并 指出 它们 是 吸引 的 还 是 排斥 的 , 或 者 都 不 


bo 


oo 


是 . 
(a) Q(z) = 工 一 Z2， (b) @(z)=2(z 一 22)， 
(c) C(z) = z? 一 a (d) C(x) = 23 — 2, 


(e) S(x) = 3 sin T, (£) S(x) = sinz, 
(g) B(x) = e7}, (h) E(x) = è, 
(i) A(z) = arctan z, (j) A(x) = -7 arctan z. 


. 讨论 下 面 的 映射 族 在 指定 的 参数 值 处 的 分 贫 . 


(a) SA(T) =Asinz, 和 =1; 

(b) Cu(z) =z? +r, u= -1 (提示 : AC, 是 一 个 奇 函 数 . ) 
(c) G.(z)=2+4+sing+yv, v= l; 

(d) E(x) = àe, à= 1/6; 

(e) Ey(z) = àe, À= —e; 

(£) A(z) =Aarctanz, à= l; 

(g) A(z) =Aarctanz, à= -1. 


. 考虑 线性 映射 有 (Zz) = ke. 证 明 在 参数 空间 中 存在 4 个 开 集 , 使 得 在 每 个 开 集 


E, fe 的 轨道 的 行为 是 类 似 的 . 描述 在 那些 例外 情形 出 现 的 情况 . 


. 对 于 定义 在 及 上 的 函数 f(z) = Xz(1 一 2)， 


(a) 描述 当 入 = -1 和 入 = 3 时 出 现 的 分 贫 ; 
(b) 找 出 所 有 周期 为 2 的 周期 点 ; 
(c) 描述 当 入 = -1.75 时 出 现 的 分 岔 . 


`5. 对 于 [0,1) 上 的 加 倍 函 数 D, 


(a) 明确 地 列 出 所 有 的 周期 点 ; 

(b) 列 出 轨道 终止 于 0 的 所 有 点 (因而 这 些 点 是 最 终 不 动 的 ); 

(c) $ ze (0,1), 并 假设 它 的 二 进 制 表示 为 aoa1a2'…, 其 中 每 个 oj 都 是 0 或 
L 首先 给 出 D(z) 的 一 个 二 进 制 表示 . 然后 解释 为 什么 用 计算 机 生成 D 
的 轨道 时 总 是 最 终 固 定 在 0. 


- WE: 如 果 zo 位 于 一 个 周期 为 n 的 环 上 , 则 


nl 
(f")'(zo) = [[ f’(a). 


i=0 
(FY (z0) = (F")'(a;). 
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证 明 : 如 果 fry 在 zo 处 有 一 个 不 动 点 , 且 Slol > 1, 则 存在 关于 to 的 区 
间 7, 以 及 关于 No 的 区 间 J, 使 得 当 入 e JAY, Aa 在 工 中 就 有 唯一 不 动 的 源 点 ， 
并 且 它 没有 其 他 的 轨道 整个 地 位 于 I P. 

通过 如 下 的 两 步 , 验证 函数 族 fe(z) = 2° +c Hc = -3/4 处 经 历 了 一 个 倍 周 
HIE: 

(a) 明确 地 算出 周期 为 2 的 轨道 ; 

(b) 证 明 当 -5/4 < c < -3/4 时 这 个 轨道 是 吸引 的 . 

仍然 考虑 函数 族 fc(z) = 2? +c, HA J2 和 fo 的 图 像 ,证 明 f 在 c= 一 5/4 处 
经 历 了 第 二 个 倍 周期 分 贫 . 


. 找 出 一 个 分 岔 的 例子 , 使 得 在 分 岔 时 会 产生 多 于 3 个 的 不 动 点 . 
. 证 明 ja(z) = 3z(1 一 zx) Æ I L5 f(z) = 2? - 3/4 在 RR 中 的 某 个 区 间 上 是 共 


HOA. 确定 这 个 区 问 . 


. 假设 f,9 : [0,1] 一 [0,1], 并 且 存 在 一 个 从 了 到 9 HABE. 如 果 了 是 混沌 的 ， 


证 明 9 在 [0,1] 上 也 是 混沌 的 . 


. 证 明 互 上 的 函数 d(s,t) 满足 距离 函数 的 3 个 要 求 . 
. 确定 如 下 给 出 的 两 个 地 址 在 三 分 康 托 集中 所 对 应 的 点 : 


(a) LLRLLRLLR...; 
(b) LRRLLRRLLRRL.... 


. 考虑 帐篷 映射 


T(z) = Qa 如 果 0 <&z < 1/2, 
-2z+2 如 果 1/2<z<1l. 


证 明了 在 [0,1] 上 是 混沌 的 . 
考虑 定义 在 整个 R 上 的 一 个 不 同 的 “帐篷 映射 ” 


T(z) = 3z 如 果 x < 1/2, 
1 -3z+3 MR 1/2 <2. 


确定 轨道 不 趋 于 -oo 的 点 构成 的 集合 A. 关于 这 个 集合 上 的 动力 学 你 能 说 些 
什么 ? 
利用 上 题 中 的 结果 证 明 15.5 节 中 的 集合 A 同 胚 于 三 分 康 托 集 . 
证 明 下 面 的 蒂 结 分 岔 定理 : 假设 及 光滑 地 依赖 于 参数 和 并 且 满 足 : 
(a) fao (£o) = To; 
(b) f(z0) = 1; 
(c) fX (zo) # 0; 
afa 
(a) Ble. (zo) #0. 


1 


wo 


5) 题 289 
则 存在 关于 zo 的 一 个 区 间 I ARPS RK u: 了 一 R, 使 得 KMzo) = Ao, 
并 且 满 足 
fua (7) =T. 


进一步 还 有 , p(z) = 0 以 及 uw" (zo) #0. HAR: 对 G(r,A) = 户 (z) -z 在 
(zo, Ao) 处 运用 隐 函 数 定理 . 


. 讨论 为 什么 鞍 结 分 岔 在 只 涉及 一 个 不 动 点 的 分 岔 中 是 “典型 的 ”. 
20. 


回忆 一 下 , 在 第 14 章 中 , 理解 洛 伦 欧 系统 的 行为 可 以 约 化 成 理解 某 个 定义 在 
[yty] 上 的 一 维 函 数 9 的 动力 学 , 其 中 9 的 图 像 如 图 15.14 所 示 . 注意 , 对 
所 有 的 y 关 0, 都 有 |9'(y)| > 1, 而 g 在 0 处 没有 定义 .如 图 所 示 , 现在 假设 
go (y*) = 0. 根据 对 称 性 , 我 们 还 有 g3(--y*) = 0. $ Io = [-y*, 0), Hh = (0, y"], 
并 在 [-y*,y*] 上 定义 通常 的 旅程 映射 . 

(a) 描述 在 9 的 迭代 下 所 有 可 能 的 旅行 路 线 构成 的 集合 . 

(b) g 所 有 可 能 的 周期 点 是 什么 ? 

(c) 证 明 g 在 [~y y] 上 是 混沌 的 . 


图 15.14 [-y*,y*] 上 一 维 函 数 9 的 图 像 
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本 章 我 们 研究 几 个 其 他 的 三 维 微分 方程 系统 , 它们 也 都 呈现 出 混沌 行为 . 这 
些 系统 包括 Shil'nikov 系统 和 双 缠 绕 吸引 子 . 与 处 理 洛 伦 获 系 统一 样 , 我 们 研究 这 
些 系 统 的 主要 手段 就 是 先 将 它们 约 化 成 维 数 低 一 些 的 离散 动力 系统 , 然后 再 利用 
符号 动力 学 来 分 析 . 在 这 些 情形 , 约 化 得 到 的 离散 系统 是 一 个 称 为 马蹄 映射 的 平 
面 映射 . 它 是 首先 被 完整 研究 过 的 混沌 系统 之 一 . 


16.1 Shil’nikov 系统 


本 节 我 们 研究 一 个 非 线 性 微分 方程 系统 的 行为 , 它 有 一 个 螺 线 鞍点 , 并 且 这 个 
平衡 点 有 一 个 同 宿 解 . 虽然 我 们 在 这 里 只 是 处 理 一 个 模型 系统 , 但 是 Shihnikov 以 
及 其 他 一 些 人 的 工作 表明 [4, 40, 41], 这 里 所 描述 的 现象 在 许多 实际 的 微分 方程 系 
统 中 都 存在 . 事实 上 , 在 本 章 后 面 的 实验 中 , 我 们 将 研究 控制 Chua 电路 的 微分 方 
程 系统 , 对 于 某 些 参 数值 , 这 个 系统 就 具有 一 对 这 样 的 同 宿 解 . 

在 这 个 例子 中 , 我 们 并 不 给 出 整个 的 微分 方程 系统 , 取而代之 的 是 , 我 们 首先 
在 原点 的 某 个 圆柱 形 邻 域 中 建立 一 个 线性 微分 方程 系统 . 这 个 线性 系统 有 一 个 二 
维 的 稳定 曲面 , ALR, 它 还 有 一 个 一 维 的 不 稳定 曲线 . 然后 
我 们 作 一 个 简单 但 十 分 关键 的 动力 学 假设 : 两 支 不 稳定 曲线 中 的 一 支 是 一 个 同 宿 
ft, 因而 它 最 终 会 进入 稳定 曲面 . 我 们 并 不 写 出 一 个 具有 这 种 行为 的 具体 微分 方 
程 . 虽然 这 样 做 是 可 能 的 , 但 是 有 了 方程 并 不 会 对 理解 这 个 系统 的 大 范围 动力 学 有 
什么 特别 的 帮助 . 事实 上 , 我 们 研究 的 这 种 现象 只 依赖 于 上 面 所 描述 的 线性 系统 
的 定性 性 质 , 其 中 一 个 关键 的 不 等 式 涉及 该 线性 系统 的 本 征 值 , 以 及 我 们 的 同 宿 假 
设 . 

这 个 系统 的 第 一 部 分 定义 在 R 中 的 圆柱 形 区 域 S 中 , Hp S ho? + y? <1 
和 |z| < 1 给 出 . 在 这 个 区 域 中 , 考虑 线性 系统 


-1 10 
X’=| -1 -10 |X. 
0 02 


相应 的 本 征 值 为 -1 土 1 和 2. 利用 第 6 章 的 结果 , 我 们 可 以 很 容易 地 得 到 这 个 系统 
的 流 pe 为 
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x(t) = zoe~* cost + yoe~* sint, 
y(t) = —roe~‘ sin t + yoe™* cost, 
z(t) = ze. 


利用 cy 平面 上 的 极 坐 标 , S 中 的 解 可 以 写 得 更 简洁 ， 


r(t) = roe‘, 
A(t) = 00 — t, 


z(t) = zoe%. 


这 个 系统 具有 二 维 的 稳定 平面 (zy 平面 ) 和 一 对 分 别 位 于 z 轴 的 自负 半 轴 上 的 不 


稳定 曲线 +. 

需要 注意 的 是 , 我 们 在 这 个 系统 中 选取 的 本 征 值 没有 什么 特别 的 含义 . 事实 
E, 对 于 任何 的 本 征 值 a 土 8 和 入 ,其 中 < 0,8 取 0, 和 >0, 只 要 它们 满足 入 > -a 
这 个 重要 条 件 , 下 面 的 每 件 事 都 一 样 地 成 立 . 

5 的 边界 由 三 部 分 构成 : 上 下 两 个 圆 盘 D+, 它们 分 别 由 z = 41,7 < 1 给 出 ， 
以 及 圆柱 形 边 界 C, 它 由 7 = 1,|z| < 1 给 出 . 稳定 平面 与 C 交 寺 圆周 z= 0, WE 
EH C 分 成 上 下 两 半 , C+ 和 C, 它们 分 别 对 应 于 z > 0 和 z < 0. 我 们 可 以 将 
DE 用 > 和 8 参数 化 , 而 在 C 上 则 选取 参数 9 和 z. 在 本 节 , 我 们 的 注意 力 集中 在 
Ct E. 

这 个 系统 从 C+ 出 发 的 任何 解 最 终 都 要 从 D+ 离开 S. 如 果 跟 随从 C+ 出 
发 的 解 曲线 一 直到 与 D+ 相交 , 我 们 就 可 以 定义 一 个 映射 v: C+ 一 Dt. 给 定 
(go,zo) E Ct, IE T = 7T(bo,zo) 为 经 过 (go,zo) 的 解 到 达 D+ 所 花 的 时 间 ， 利 用 
z(t) = zoe% 可 以 立刻 算得 7 = 一 ln a. 因而 ， 


1 ri VE 
pi 9% = 6, = Oo 十 ljn V20 。 
žo 1 1 


为 了 简单 起 见 , 我 们 将 内 看 成 是 一 个 从 圆柱 面 (80,20) 到 平面 (r101) 上 的 映射 . 
注意 , C+ 中 的 竖 直 线段 bo = O* 被 加 映 到 了 螺旋 线 


zo — (vzo: 89* + In vzo), 


由 于 当 zo — 0 R}, In V20 一 —00, 这 条 螺旋 线 将 盘旋 地 趋 于 D+ 中 的 点 ”= 0， 
为 了 定义 这 个 系统 的 第 二 部 分 , 我 们 假设 不 稳定 曲线 上 从 D+ 离开 原点 的 那 
一 支 , 即 + 是 一 个 同 宿 解 . 即 , C+ 最 终 要 回 到 稳定 平面 上 ( 见 图 16.1). 我 们 假设 


292 #16% 同 宿 现象 


C+ 第 一 次 与 圆柱 面 C 交 于 点 7 = 1,9 = 0,z = 0. 更 准确 些 , 我 们 假设 存在 一 个 时 
Al ti, EIRE r, 0,2 坐标 下 有 Qe (0,0,1) = (1,0,0). 


图 16.1 同 宿 轨 ct 


于 是 , 跟随 从 Dt 上 > = 0 附近 出 发 的 解 一 直到 与 C 相交 , 我 们 就 可 以 定义 第 
二 个 映射 vo. 我 们 假设 v 事实 上 在 整个 D+ 土 都 可 定义 . 在 Dt LAB RILE 
慰 下 , 我 们 假设 加 按 如 下 的 方式 将 (z, y) € Dt 带 到 (01,21) €C: 


» {zy A; _ y/2 
” y zı z/2)- 
TER Bin F, v 的 表达 式 为 
4, = (r sin 0)/2, 
zı = (r cos 0)/2. 
当然 , 这 是 一 个 主要 的 假设 , 因为 要 想 对 一 个 特定 的 非 线性 系统 写 出 这 个 映射 事实 
上 是 不 可 能 的 . 


现在 , 复合 函数 更 = Yoon 就 定义 了 Ct 上 的 一 个 庞 加 莱 上 映射 . 映射 y 定义 
在 C+ E, 取 值 于 Dt 中 , 然后 , de 取 值 于 C 中 . 我 们 有 更 :C+ C, 其 中 


1 . 
a(2)-(%)- 3 Zo sin (6o + In vzo) | 
70 71 {vz cos (89 + In 20) 


见 图 16.2. 
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与 洛 伦 茨 系统 中 一 样 , 现在 我 们 将 研究 这 个 三 维 
系统 的 流 约 化 成 了 研究 一 个 平面 离散 动力 系统 . 在 下 
节 我 们 将 看 到 , 这 种 类 型 映射 的 动力 学 是 惊人 的 丰富 ， 
而 且 可 以 (部 分 地 ) 利用 符号 动力 学 来 分 析 . 为 了 能 稍 
稍 领 略 一 下 随后 的 内 容 , 我 们 来 寻找 中 的 不 动 点 . 为 
此 , 我 们 需要 求解 方程 : 


~ bo = FVa0sin (ðo + In yZ) 
zo = 5700s (60 + In V35). 图 16.2 BRAT ve: Dt 一 C 


这 些 方程 看 起 来 相当 可 怕 . 但 是 , 将 两 个 方程 平方 之 后 再 相 加 , 我 们 得 到 
20 


6 +25 = 7: 


1 /人 
00 一 +z 之 0 — 422, 


EF 0 < zo < 1/4 时 是 有 定义 的 . 将 这 个 表达 式 代 入 上 面 的 第 二 个 方程 , 我 们 得 到 


如 下 的 待 解 方程 ， 
cos (25/20 - 423 +n yas) = 2/20. 


现在 , 当 zo 一 0 WY, vzo- 422 这 一 项 趋 于 零 , 而 In Vw 一 -oc. 因而 , 4 2% 0 
时 , 上 述 方程 左 端的 图 像 将 在 +1 之 间 振 动 无 穷 多 次 . 于 是 , 这 个 图 像 就 要 与 2y 
的 图 像 相交 无 穷 多 次 , 因此 这 个 方程 有 无 穷 多 个 解 . 相应 地 , © 就 有 无 穷 多 个 不 动 
点 . 每 个 这 种 不 动 点 都 对 应 于 这 个 系统 从 C+ 出 发 的 一 个 周期 解 , 这 种 周期 解 先 在 
原点 附近 绕 z 轴 缠 绕 很 多 次 , 然后 沿 同 宿 轨 附 近 前 进 直 到 其 回 到 C+ 中 封闭 起 来 . 
见 图 16.3. 

现在 我 们 来 描述 这 个 映射 的 几何 . 在 下 节 , 我 们 将 利用 这 些 想法 去 研究 这 个 映 
射 一 个 简化 形式 的 动力 学 . 首先 注意 , C+ 中 的 圆周 zo = a 被 y BRE D+ 中 的 中 
心 在 >=0 的 圆周 7 = Vo, 这 是 因为 


% Oo TY _ va 
la A b+mnya j” 
然后 , vo 将 这 些 圆周 映 到 C PEGE 0, = 21 = 0、 半 径 为 Va/2 的 圆周 . (严格 地 


讲 , 这 些 是 bz 平面 上 的 圆周 , 在 圆柱 面 上 这 些 圆 周 被 “弯曲 ”了 . ) 特别 地 , 我 们 看 
到 定义 域 C+ 的 一 半 被 映 到 了 圆柱 面 的 下 半 部 分 C-, 因而 将 不 再 起 作用 . 


从 而 ， 
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记 H 为 半圆 盘 O(CT) {2 > 0}, EHP 
E 0, = 21 = 0, FEA 1/2. H E Ct 中 的 原 像 
由 所 有 这 样 的 点 (9o, 20) 构成 , 其 中 (bo, zo) 的 像 
满足 z1 > 0, 因而 我 们 必定 有 


1 
z= z V20 cos (90 + In vzo) 2 0. 


由 此 可 知 H 的 原 像 为 


-1(H) = {(00, zo)| — 7/2 < fo + ln Vo S n/2y}, 
网 16.3 ”在 同 宿 解 上 附近 的 一 个 

其 中 0 < zo <1. 这 是 由 两 条 曲线 bo + In “= 周期 解 7 

士 Y/2 所 界定 的 区 域 , 其 中 的 每 条 曲线 都 在 C+ 

中 盘旋 而 下 地 趋 于 圆周 z = 0. 见 图 16.4. 这 是 因为 , 当 zo 一 0 时 , 必定 有 bo 一 oo. 

更 一 般 地 , 对 于 -1/2 < a < 2/2, 考虑 有 曲线 


la: oo + In Vzo =a. 


所 有 这 些 曲线 充满 了 原 像 ~!(H), 并 且 每 条 这 样 的 曲线 都 像 原 像 的 边界 曲线 一 
ERE C 盘旋 , 现在 我 们 有 


L vzo sin a 
(la) 一 2 (sre) ’ 
因而 , 8 将 每 个 ja REIT Ct 中 一 条 从 9 = 2 =0 出 发 的 射线 , 并 且 这 些 射 线 可 由 
Vao 参数 化 . 特别 地 , D 将 每 条 边界 曲线 liny 映 到 了 C 中 的 z= 0. 


图 16.4 半圆 盘 H UREE Ct 中 的 原 像 


由 于 曲线 Liwyz 盘旋 而 下 地 趋 于 C 中 的 圆周 z = 0, 因而 DH) 和 五 相交 
FHS VER, 这 些 窗 条 在 接近 z= 0 时 是 几乎 水 平 的 ( 见 图 16.4). 我 们 将 这 些 
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FERIA Hy, 其 中 上 充分 大 . 准确 地 说 , 记 Hi OA) 中 满足 


1 1 
2kn — = S bo S 5 
kn 3 o < 2kAx + 3 


的 连通 分 支 . Hi 的 上 边界 为 螺 线 laya 的 一 部 分 , 而 Hi 的 下 边界 为 螺 线 l-x/2 的 一 
部 分 . 利用 
-7 <6 +In y5 < > 
这 个 事实 , 我 们 可 得 , 如 果 (00,20) € Hi, WA 
—(4k + 1)x — 1 < =x — 269 < 21n VZo S x — 20o < —(4k — 1)n + 1, 


由 此 可 得 
exp(—(4k + 1)m — 1) < zo < exp(—(4k — 1)x +1). 


现在 考虑 Hi TE > FR. Ay 的 上 下 边界 都 被 映 到 z = 0. 曲线 la N Hi 被 映 
到 了 从 98=z=0 出 发 的 射线 上 的 弧 段 . 这 些 射 线 就 是 上 面 给 出 的 
væ sin Q 
2 cosa J 
特别 地 , 曲线 lo 被 映 到 了 竖 直 线 9 = 0,2 = V20/2 L. 利用 上 面 对 Hi 中 zo 的 大 
小 的 估计 , 容易 验证 , 当 > 2 时 , lo 的 像 全 部 位 于 A, 的 上 方 . 于 是 , 如 图 16.5 所 


示 , 像 集 DH) 是 一 个 “马蹄 形 " 的 区 域 , 并 且 两 次 穿 过 He. 特别 地 , 24 k 很 大 时 ， 
曲线 la He 与 (Hr) 交 于 两 个 几乎 水 平 的 子 弧 段 . 


图 16.5 He 的 像 是 一 个 马路 并 日 两 次 穿 过 所 
这 样 的 映射 称 为 马蹄 映射 . 在 下 节 , 我 们 将 讨论 这 类 映射 的 原型 
16.2 马蹄 映射 
符号 动力 学 不 仅 对 于 我 们 理解 一 维 合理 映射 起 到 了 关键 的 作用 , 而 且 还 可 以 


用 来 研究 高 维 现象 . 在 本 节 , 我 们 来 描述 R? 中 的 一 个 重要 例子 一 马路 映射 [43]. 
我 们 将 看 到 , 这 个 映射 与 上 节 中 描述 的 庞 加 莱 映射 有 许多 的 共同 之 处 ， 
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Pr 
为 了 定义 马蹄 映射 , 我 们 考虑 一 个 区 域 D, 它 由 三 个 部 分 组 成 : 中 间 的 正方 形 
S, 其 边 长 为 1, 再 加 上 上 下 两 个 半圆 盘 Di 和 Do. D 的 形状 像 一 个 “体育 场 ”. 
马蹄 映射 请 将 D 映 入 自己 的 内 部 , 其 具体 定义 描述 如 下 ; 首先 , PS ok 
平方 向 线性 地 压缩 到 原来 的 一 个 因子 5 < 1/2, 并 且 将 S 沿 竖 直 方向 线性 地 扩张 
到 原来 的 1/5 倍 , 从 而 S 经 过 作用 之 后 就 变 成 一 个 又 高 又 罕 的 矩形 , 然后 F 再 将 
IX MEL S HSK EE] D 内 部 , 从 而 形成 一 个 如 图 16.6 所 示 的 马蹄 状 图 形 . 我 们 
规定 , 将 5 线性 地 映 到 马路 的 两 条 竖 直 “ 腿 ” 上 . 


ANA EEN 


GJ W G 
FD) FD,) 


图 16.6 马蹄 映 射 的 第 一 次 送 代 


我 们 假定 两 个 半圆 盘 区 域 Di 和 Do 如 图 中 那样 被 映 入 D 的 内 部 . 我 们 还 假 
定 Di 中 有 一 个 不 动 点 , 并 且 它 要 吸引 Di 中 所 有 的 其 他 轨道 . 注意 , F(D) c D, 并 
且 下 是 一 对 一 的 . 但 是 , 因为 FF 不 是 满 的 , 因而 下 的 逆 并 不 是 总 有 定义 . 本 节 后 面 
的 部 分 就 是 研究 F HED 中 的 动力 学 . 

首先 注意 , S 的 原 像 由 两 个 水 平 矩形 Ho 和 H 构成 ， 这 两 个 水 平 矩 形 Ho 和 
Hi 分 别 被 线性 地 映 满 (5) 5 的 两 个 竖 直 分 支 Wo A V. 从 而 , Vo 和 Vi 的 宽度 都 
是 5 而 Ho 和 Hy 的 高 度 也 部 是 6( 见 图 16.7). HEF: Hp Vy WRF: H V; 
都 是 线性 的 , 因而 FH H; 中 的 水 平 线段 和 竖 直 线段 分 别 映 到 VV 中 的 水 平 线段 和 
竖 直 线段 , 这 里 7 了 = 1,2. 由 此 可 以 推出 , WR hM Fh) 都 是 5 中 的 水 平 线段 , 则 
F(h) 的 长 度 等 于 h 的 长 度 乘 以 6. 类 似 地 , 如 果 v 是 5 中 的 一 条 竖 直 线段 , 并 且 它 
的 像 F(v) 也 在 S 中, W F(v) 的 长 度 等 于 v 的 长 度 乘 以 1/6. 

我 们 现在 来 描述 D 中 任意 一 点 X 的 前 向 轨道 . 根据 定义 , X 的 前 向 轨道 由 
{F"(X)|n > 0} 给 出 . 根据 前 面 的 假设 , 在 Di 中 有 唯一 的 不 动 点 Xo, 并 且 对 十 
MAK X € Di, WA lim, F(X) = Xo. 又 由 于 F(D2) C Dy, 因而 De 中 所 有 
前 向 轨道 的 行为 也 是 如 此 . 类 似 地, 如 果 X < 5, 但 对 某 个 大 > 0 有 F(X) g sS, 则 
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VA FEK(X) € DiU Do, AM4 n 一 oœ AY, 同样 有 F(X) 一 发 0. KH, WF D P 
的 任意 一 点 X, 只 要 它 的 轨道 进入 Di, 我 们 就 了 解 了 它 的 前 向 轨道 . 从 而 , 我 们 只 
需 考虑 那些 前 向 轨道 从 不 进入 Di 的 点 , 当然 这 些 点 的 前 向 轨道 整个 地 位 于 S 中 . 
从 


Ea 


Ay ={X €S|P"(X) €S, n=0,1,2,---}. 


我 们 断言 , A+ 的 性 质 与 第 15 章 描述 的 一 维 合 
理 映 射 的 相应 集合 类 似 . 2 
如 果 Xe Ay, 则 F(X) € 5S, 因而 必定 有 
X c€ Ho KX eM, 这 是 因为 5S 中 的 所 有 其 H, 
他 的 点 都 被 映 入 Di 或 Ds 中 . 由 于 F(X) 也 
E S 中 , 因而 我 们 还 有 FF( 针 ) e HUM, 于 是 
X € F` (HoU Hi). ZE F (W) RERS W H, 
E D 中 的 原 像 . 一 般 地 , 由 于 F(X) € S, 因而 
AX c F”(HoU Hi). 于 是 可 以 将 A+ 写成 


oo 图 16.7 HB Ho M Hi 以 及 它们 的 
Ay = (| F7" (Ho U Wi). I Vo A Vi 
n=0 


现在 , 如 果 H 是 连接 5 左右 两 边 、 高 度 为 h 的 一 个 水 平 条 , 则 F-H) 就 由 
一 对 更 罕 的 、 高 度 为 5h 的 水 平 条 构成 , 并 且 这 两 个 更 罕 的 水 平 条 分 别 位 于 Ho 和 
A, 中 . 而 且 这 两 个 更 窄 的 水 平 条 在 FOP RSI HAV 和 HAV. 特别 地 ,如 
$ H = Hi, I) F-HH:) 是 一 对 水 平 条 , 高 度 都 是 I, 且 一 个 在 Ho P, 另 一 个 在 Hi 
中 . 类 似 地 , F7I(F-1H:)) = FF-2(Hi) 由 4 个 水 平 条 构成 , 每 一 个 的 高 度 都 是 563， 
一 般 地 , F-" (Ai) 由 2” 个 高 度 都 是 "+1 的 水 平 条 构成 . 于 是 , 运用 15.5 节 中 同样 
的 方法 , 可 以 证 明 A+ 是 一 些 线段 的 “ 康 托 集 ”, 其 中 的 每 条 线段 部 水 平地 贯穿 5. 

马蹄 映射 与 合理 映射 之 间 的 主要 区 别 在 于 , 对 于 马蹄 映射 , 后 向 轨道 是 唯一 的 ， 
而 对 于 合理 映射 , 后 向 轨道 则 可 能 有 无穷 多 条 . AE X CS, 如 果 对 所 有 的 n> 1， 
F(X) 都 在 D 中 有 定义 , M X 的 后 向 轨道 就 是 {F (X) = 1,2,…}. 如果 某 
4 F(X) 没有 定义 , WX 的 后 向 轨道 终止 . 记 A- 是 由 后 向 轨道 对 所 有 都 有 
定义 的 点 构成 的 集合 , 显然 , A 中 点 的 整 条 后 向 轨道 都 位 于 S 中 . 如 果 Xe AL, 
SUNT RRA IS n > 1, RWA F(X) es, 8 Xe F"(S). 与 上 面 一 样 , 这 就 迫使 对 所 
Aa n>1, BA X ¢ F"(HoU H). 因而 我 们 可 以 将 A 写成 


oc 
A_ = [) F®(HoU Hh). 
n=1 
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AAW, MRA X € SAM F(X) es 则 
eA X € F(S)NS, Ail X €V RX ev. # 
似 地 , 如 果 还 有 FO? € S, W X e F2(5)n 5s, 其 中 
FS) NS 由 4 个 更 窗 的 竖 条 构成 , 2 个 在 Vo 中 , 2 
个 在 中 .在 图 16.8 中 , 我 们 画 出 了 万 在 F? 下 的 
像 . 通过 完全 类 似 于 上 面 的 讨论 , 容易 验证 A_ 是 
一 些 竖 直 线段 的 “ 康 托 集 ”. 

令 


A=A,NA_ 


为 这 两 个 集合 的 交集 . A 中 任 一 点 的 整 条 轨道 (后 
向 轨道 和 前 向 轨道 ) 都 位 于 S 中 . 

为 了 在 现在 的 图 像 中 引入 符号 动力 学 , 我 们 将 
A 中 的 每 个 点 赋 以 一 个 双边 无 穷 的 0,1 序列 . 如 果 
在 EA, 则 从 上 面 的 讨论 可 知 ， 


图 16.8 马蹄 映射 的 第 二 次 迭代 


Xe (| F"(Ho UH). 


于 是 我 们 将 X 关联 到 它 的 旅程 
S(X) = (--+$_28_1 .8508152 


其 中 5 一 0 或 1 并且 s; =k 当 且 仅 当 FI(X) e Ay. 这 就 产生 了 A 上 的 符号 动力 
学 . 记 22 为 所 有 双边 无 穷 的 0,1 序列 构成 的 集合 : 


Ye = {(s) = (+++ s_28_1 + 8981582 °- ')|s; = 0 或 1}. 
与 15.5 节 一 样 , 我 们 在 2 上 定义 一 个 如 下 的 距离 函数 : 
A Jsi | 


d((s), (0) = D 


i=—o0 


于 是 , Lo 中 的 两 个 序列 是 “接近 的 ”, 当 且 仅 当 对 于 某 个 (很 大 的 )n, 这 两 个 序列 在 
所 有 满足 |k| < n 的 第 大 个 位 置 上 都 相同 . 我 们 定义 (双边 ) 移 位 映射 c 如 下 : 


ol. . *S8_98_1 . 808182 oe +) = (- . *$_98_]89 . $182 oe 小 . 


即 , o 的 作用 就 是 简单 地 将 2 中 的 每 个 序列 向 左 移动 一 个 位 置 (等 价 地 , o 将 小 数 
点 向 右 移 动 一 个 位 置 ). 与 前 面 的 ( 单 边 ) 移 位 映射 不 同 , 这 个 (双边 ) 移 位 映射 是 有 
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WH. 显然 , 向 右 移动 一 个 位 置 就 给 出 了 它 的 道 . 容易 验证 o 是 2 上 的 一 个 同 胚 
( 见 本 章 的 习题 2). 

现在 , 移 位 映射 就 是 限制 在 A 上 下 的 模型 . 事实 上 , 旅程 映射 S 给 出 了 A 
上 的 下 和 zz 上 的 o 之 间 的 一 个 共 轿 ， 理 由 如 下 : MR X € A, A S(X) = 
(…s-25-1: 898182--+), 则 有 X € He, F(X) € Hey, FOX) € Ho, 等 等 . 这 样 就 
A F(X) € Hs,,F(F(X)) € Ha, X = FF-!1(F(X)) € He, 等 等 . 这 就 说 明 F(X) 的 
旅程 就 是 (…s-1so - $182---), 因而 


S(F(X)) = (--+ 8-180 + 8182-+-) = 0(S(X)), 


TK A TEBE GOT E 我 们 将 S 为 同 胚 的 证 明 留 给 读者 (见习 题 3). 

上 一 章 中 对 单 边 移 位 成 立 的 所 有 性 质 对 现在 的 双边 移 位 也 都 成 立 . 例如 , c JE 
好 有 2" 个 周期 为 4 的 周期 点 , o 也 有 一 条 稠密 轨道 , 等 等 . 而 且 下 在 A 上 是 混沌 
的 (见习 题 4 和 习题 5). 但 是 , 现在 还 出 现 了 一 些 新 现象 . RANT AX, 和 Xe 
是 前 向 渐 近 的 , 如 果 对 所 有 的 n> 0, 都 有 FX), F"(X2) € D, IFA 


` lim |F"(X1) — F"(X2)| =0. 


同样 地 , 两 个 点 X M Xo 是 后 向 渐 近 的 , 如 果 它 们 的 后 向 轨道 对 所 有 的 n 都 有 
EX, 并 且 当 n 一 -oo 时 , 上 面 的 极限 为 零 ， 直观 上 , 如 果 两 个 点 的 前 向 轨道 在 
n 一 oo 时 彼此 接近 , 则 这 两 个 点 是 前 向 渐 近 的 . 注意 , 所 有 在 前 向 达 代 下 离开 5 
的 点 都 是 与 不 动 点 和 oo€ Di 前 向 渐 近 的 . 而 且 , WX, 和 Xo 位 于 AY 中 的 同一 
条 水 平 线段 上 , 则 它们 是 前 向 渐 近 的 ; RX, 和 Xe 位 于 A_ 中 的 同一 条 竖 直 线 
Bek, 则 它们 是 后 向 渐 近 的 . 

我 们 定义 X 的 稳定 集 为 


W*(X) = {Z| 4 n > oo ft, |F"(Z) — F"(X)| > 0}. 
类 似 地 , X 的 不 稳定 集 定义 为 
W"(X) = {Z| 4 n> oo fit, |F-"(2)—F-"(X)| > 0}, 


换 名 话说 就 是 , 一 个 点 Z 位 于 W(X) 中 当 且 仅 当 2 和 XX 是 前 向 渐 近 的 . 与 上 面 
一 样 , 在 马蹄 映射 的 前 向 迭代 下 离开 S 的 点 都 位 于 不 动 点 Xo e Di 的 稳定 集 上 . 

A 中 点 的 稳定 集 和 不 稳定 集 则 要 复杂 得 多 . 例如 , 考虑 位 于 Ho 中 的 不 动 点 
X*, 显然 它 的 旅程 为 (…00 . 000.…). 经 过 X* 的 水 平 线段 L 上 的 任 一 点 都 在 
W*(X") H. 但 是 在 这 个 稳定 集中 还 有 许多 其 他 的 点 . 假设 点 了 最终 要 被 映 入 la 
中 , 于 是 存在 自然 数 使 得 |F*(Y) 一 XX*| < 1, 从 而 
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由 此 可 得 Y e Ws(X*). 因而 所 有 由 Fl), k = 1,2,3,--- 给 出 的 水 平 线段 的 并 
部 位 于 W(X") P. 读者 可 以 容易 地 验证 有 2* 条 这 样 的 水 平 线段. 

由 于 F(D) c D, RIS X* 的 不 稳定 集 的 形 
式 则 稍 有 不 同 . D 中 过 X* 的 竖 直 线段 /显然 位 
于 W*(X*) 中 . 与 上 面 一 样 , 再 加 上 有 FD) c D, 
ly 在 所 有 前 向 迭代 下 的 像 都 位 于 D 中 . 容易 验证 
F(u) 是 D 中 的 一 条 “ 蛇 形 ”曲线 , CHRED 
贯穿 5 正好 2* 次 ( 见 图 16.9). 因而 这 些 前 向 迭代 
像 的 并 是 一 条 非常 复杂 的 曲线 , 它 要 无 穷 次 地 贯穿 
5. 这 条 曲线 的 闭 包 事实 上 包含 A 中 的 所 有 点 以 及 
它们 的 不 稳定 曲线 (见习 题 12). 

用 移 位 映射 的 语言 可 以 很 容易 地 描述 这 些 稳 
定 集 和 不 稳定 集 位 于 A 中 的 部 分 . 令 


图 16.9 X* ED 中 的 不 稳定 集 s* = (---s*os") + sisiss---) € Xp. 


显然 , 如 果 在 某 个 位 置 的 所 有 右边 的 位 置 上 , JEN t 的 元 素 都 与 s* 的 元 素 相 同 , 则 
teW*(s*). 这 一 陈述 的 逆 命题 也 成 立 , 其 证 明 参 见习 题 6. 

现在 , 一 个 白 然 的 问题 就 是 : 一 维 合理 映射 中 的 集合 A 与 马蹄 映射 中 的 集合 
A 到 底 是 一 种 什么 关系 ? 直觉 上 , 似乎 马蹄 中 的 A 包含 更 多 的 点 . 但 事实 上 , 这 两 
个 A 是 同 胚 的 ! 从 移 位 映射 可 以 清楚 地 看 出 这 一 点 . 

记 E3 为 所 有 单 边 0,1 序列 构成 的 集合 , 仍然 用 De 记 所 有 双边 0,1 序列 构成 
的 集合 . 定义 一 个 映射 

$: El — Np, 


它 的 具体 形式 为 


®(s98182---) = (+-+ 85535) - S808284 . ‘). 


容易 验证 , © FLY AD. 之 间 的 一 个 同 胚 (见习 题 11). 

最 后 , 我 们 回头 看 看 16.1 节 中 的 对 象 . 注意 , 上 节 中 研究 的 返回 映射 涉及 无 穷 
多 片 , 而 在 每 一 片上 , 返回 映射 都 类 似 于 这 一 节 的 马蹄 映射 当然， 在 马蹄 映射 发 
生 混 沌 的 区 域 上 , 映射 本 质 上 是 线性 的 ， 因而 本 节 的 结果 不 能 立刻 就 用 来 证 明 上 节 
中 同 宿 轨 附 近 的 返回 映射 也 具有 类 似 的 性 质 . 但 这 是 可 以 做 到 的 ， 只 不 过 这 样 做 所 
需要 的 技巧 (涉及 一 种 推广 的 双 曲 性 概念 ) 超出 了 本 书 的 范围 . 其 中 的 具体 细节 请 
参见 [13] 或 [36]. 
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16.3 “” 双 螺 线 吸引 子 


本 节 我 们 继续 研究 三 维系 统 中 同 宿 解 附近 的 行为 . 我 们 还 是 回 到 16.1 节 中 措 
述 的 系统 , 不 过 现在 假设 向 工场 是 关于 原点 反 称 的 . 特别 地 , 这 将 意味 着 原点 处 不 
稳定 曲线 的 两 支 (+ 都 是 如 图 16.10 所 示 的 同 宿 解 ， 我们 仍然 假设 C+ 与 圆柱 面 
C:r=1, | <1 ZFA 0 =0,2z=0, AM C 就 与 圆柱 面 交 于 对 径 点 9= rz = 0. 


16.10 同 宿 轨 《+ 


同 16.1 节 中 一 样 , 我 们 可 以 得 到 一 个 定义 在 圆柱 面 C 上 的 庞 加 莱 映 射 ®. 不 
过 , 这 次 我 们 不 能 再 忽略 到 达 C 中 z < 0 的 区 域 中 的 解 ; 现在 这 些 解 将 跟随 第 二 
个 同 宿 解 CO 前 进 , 直到 与 C 再 次 相交 . 因而 © VERT C - {z=0} 上 都 有 定义 . 
与 前 面 一 样 , 定义 在 圆柱 面 上 半 部 分 C+ 的 庞 加 莱 映射 更 + 为 


s (2)-(%)- 5 Vsin (0p + In v20) 
*0 71 f 5 70008 (bo + In vzo) 
AA FS Ty HE, 可 以 算出 定义 在 C- 上 的 更 - 为 


1 . 
»(®)-(*)- 一 了 —2z9 sin (bo + In V—z0) 
20 41 iv- o cos (bo + In v 一 20) 
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其 中 zo < 0, 而 bo 则 是 任意 的 . 于 是 , O(C+) 就 是 中 心 在 0 = 0,z = 0, 半径 为 1/2 
的 圆 盘 , 而 D(C) 就 是 中 心 在 9 = x, = 0 的 一 个 类 似 圆 盘 . 由 于 4+ 正好 就 从 这 
”两 个 圆 盘 的 中 心 进 入 C, 因此 , 中 心 并 不 在 更 的 像 中 ( 见 图 16.11). 


1 
© oc, HC) 
A wea 


-1 


图 16.11 O(C*) NC, 这 里 我 们 将 圆柱 面 C 画 成 了 长 条 


HES X CC, 则 要 么 过 X 的 解 位 于 原点 的 稳定 曲面 上 , 要 么 O(X) 有 定义 ， 
因而 过 XX 的 解 将 在 后 面 某 个 时 间 返 回 到 C. 作为 一 个 推论 , C 中 的 每 个 点 X 都 
具有 如 下 的 性 质 : 

(1) RATE t> oo 时 ,过 于 的 解 无 穷 次 地 穿 过 C, 从 而 对 所 有 的 n 2 0, &"(X) 
都 有 定义 ; 

(2) 要 么 过 X 的 解 最 终 与 z = 0 相交 因而 它 位 于 过 原点 的 稳定 曲面 上 . 

当时 间 向 后 时 , 情形 则 不 同 ， 只 有 位 于 O(C*) 上 的 那些 点 十 会 返回 到 CO; 严 
格 地 说 , 我 们 并 没有 定义 C- &(C+) 中 点 的 向 后 解 , 但 是 我 们 认为 这 些 解 在 R3 中 
都 有 定义 并 且 最 终 会 与 C 相交 ， 而 且 在 此 之 后 会 连续 地 与 C 相交 . 

与 洛 伦 获 吸 引子 情形 一 样 , 今 


A=(\FC). 
n=0 
其 中 Bm(C) 代表 集合 (C) 的 闭 包 . 然后 , 令 


A= (U aa) (J{(0,0,0)}. 
tER 
注意 , @"(C) - $"(C) 正好 就 是 同 宿 解 (+ 与 C 的 两 个 交点 . 因而 为 了 保证 4 是 
一 个 闭 集 , 只 需要 加 上 原点 就 可 以 了 . 
下 一 结果 的 证 明 思 想 与 14.4 节 证 明 洛 伦 获 吸引 子 的 相应 结果 是 类 似 的 . 
命题 集合 A 具有 下 面 的 性 质 ， 
(1) 4 是 紧 不 变 的 ; 
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(2) 存在 一 个 包含 4 的 开 集 U 使 得 对 每 个 Xe U 以 及 所 有 的 t > 0, 都 有 
o:(X) EU, FFA Mesodi(U) =A. a 

因而 除了 传递 性 外 , A 具有 一 个 吸引 子 的 所 有 性 质 . 尽管 如 此 , 习惯 上 仍然 称 
A 为 一 个 双 螺 线 吸 引子 . 

由 于 没有 写 出 这 个 系统 的 表达 式 , 我 们 不 能 像 洛 伦 茨 情形 那 样 去 计算 双 螺 线 向 
电场 的 散 度 . 但 是 , 我 们 有 庞 加 莱 映 射 © 的 表达 式 . 直接 的 计算 表明 det DO = 1/8. 
BD, 每 次 迭代 后 , 庞 加 莱 映 射 吏 将 面积 缩小 到 原来 的 1/8. 于 是 , A = Nn>oB"(C) 在 
C 中 的 面积 为 0, 由 此 可 得 ， 
命题 双 螺 线 吸 引子 4 的 体积 为 零 . = 


16.4 Bea E 


在 高 维 , SBMA RMA ES RAT AL ARSA EH (或 者 说 美妙 , 在 于 
你 怎么 去 看 ) 在 本 节 , 我 们 简要 地 介绍 几 种 这 类 分 岔 . 这 里 我 们 将 讨论 双 螺 线 向 
其 场 一 个 特定 的 扰动 , 这 个 扰动 将 打 断 两 个 同 宿 连接 . 

这 个 分 岔 的 完整 图 像 涉 及 如 何 理解 无 穷 多 个 马蹄 映 射 的 “ 开 折 ”. 这 句 话 的 
含义 如 下 . 考虑 定义 在 矩形 R 上 的 一 族 映射 FP, 其 中 参数 € [0,1]. (RAB F(R) 
是 一 个 如 图 16.12 所 示 的 马蹄 . 当 入 = 0 时 , F(R) 位 于 REFA. 当 和 增加 时 ， 
FP(R) 单调 地 上 升 . 当 入 = 1 时 , F(R) 穿 过 RAK, 并 且 我 们 假设 A 就 是 16.2 
节 中 所 描述 的 马蹄 映射 . 


p F(R) 
R 
a 


F(a) FB 
Fa) FB) 


(a) (b) 
图 16.12 在 (a) A=0 Al (b) A= 1 时 的 像 集 所 (有 R) 
显然 , Fo 在 R 中 没有 任何 周期 点 , 但 是 当 和 到 达 1 时 , 却 产生 无 穷 多 个 周期 
点 , 而 且 还 将 出 现 其 他 的 混沌 行为 . 在 通 往 马蹄 映射 的 途中 , 映射 族 及 将 经 历 无 


穷 多 次 分 岔 . 这 些 分 岔 如 何 出 现 是 数学 中 非常 现代 的 研究 课题 . 
相对 于 一 维 合理 映射 族 f(x) = Xz(1 一 zx) (0 < 入 <4) 中 出 现 的 分 岔 , 现在 的 
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情形 要 复杂 得 多 . 合理 映射 族 的 分 岔 结构 在 最 近 已 经 被 完全 确定 ; 而 解决 现在 这 
.种 平面 情形 依然 还 遥 无 期 . 
现在 我 们 在 双 螺 线 系统 中 引入 一 个 参数 < 当 。 = 0 时 , 系统 就 是 上 节 中 考虑 
的 双 螺 线 系统 . 4 e #0 时 , 我 们 简单 地 将 C+ n C (以 及 相应 的 转移 映射 ) 沿 z 方 
向 移动 e 从 而 改变 系统 . 说 得 准确 些 , 我 们 假设 系统 在 圆柱 形 区域 + < 1,|z| < 1 中 
保持 不 变 , 但 是 我 们 将 定义 在 上 半圆 盘 D+ 的 转移 映射 的 像 加 上 (0,€), 即 , 定义 在 
Ct 上 的 新 庞 加 莱 映 射 为 


; > /zsin (6 + In V2) 
ORE) 
z ZVZ cos (0 +m V3) +€ 
并 且 利用 系统 的 反 称 性 类 似 地 定义 Bz. 而 有 卫 我 们 还 假设 e 充分 小 (|e| < 1/2) 使 得 
HFC) CC. 
当 e>0 时 ,6+ 与 C 交 于 上 方 的 圆柱 面 C+, 然后 在 经 过 原点 附近 后 , 它 将 缠 
绕 着 自己 前 进 直 到 与 C 第 一 次 再 相交 . 当 e < 0 时 , C+ 与 C 交 十 C-, 而且 它 将 沿 
一 种 非常 不 同 的 路 径 回 到 C: 这 次 它 缠绕 C-. 
注意 , OF 在 C+ 中 有 无 穷 多 个 不 动 点 . 当天 0 时 , 情况 会 非常 不 同 . 
命题 当 e 关 0 时 , 每 个 映射 OF 在 C+ 中 都 只 有 有 限 个 不 动 点 . 
证 明 为 了 找 出 @+ 的 不 动 点 , 需要 求解 
0= 3 Vzsin (0 + ln vz), 
z= 3 z cos (0 + In Vz) +e, 
其 中 es > 0. 与 16.1 节 一 样 , 必定 有 


z 
P+- 
从 而 
0 = SETTET 
特别 地 , 必定 有 
z—4(z =€}? 20, 
也 就 是 说 


A(z — €)? 


~ 
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只 有 当 z 位 于 区 间 I 时 , 上 面 的 不 等 式 才 成 立 , 其 中 区 间 I 如 下 给 出 : 


1 1 1 
a ten BVIrlG <z < i tet vit ioe, 


为 了 保证 OF 有 不 动 点 , 这 就 对 e 加 上 了 另外 一 个 限制 , 即 e > -1/16. 注意 , 4 
e > 一 1/16 时 , 有 
ate qVF He > 0, 
从 而 天 的 长 度 为 V1 + 16€/4, 并 且 这 个 区 间 在 0 的 右边 . 
为 了 确定 不 动 点 的 z 值 , 现在 需要 求解 


cos (1V + In vz) = a, 


或 者 
cos? (452 一 4(z 一 e)j2 十 In vz) = to, 


经 过 一 点 计算 后 可 以 验证 函数 


在 z= 处 有 了 唯一 的 极 小 值 0, 以 及 在 区 间 I 端点 处 的 两 个 极 大 值 1. 同时 , 函数 


h(z) = cos "(+ iV- Me -+In Ve v3) 
的 图 像 在 区 间 1 中 在 +1 之 间 只 振动 有 限 次 . 因而 在 I。 中 只 有 有 限 个 z 值 满足 
h(z) = g(z). KART ARMA OF 的 不 动 点 . u 


注意 , 当 e 一 0 时 , 区 间 天 趋 于 [0,1/4], AT h 在 I 中 振动 的 次 数 将 无 限 增 
加 . 由 此 可 得 
推论 给 定 AezZ' 存 在 ex>0 使 得 只 要 0<e<evw, Dt 在 C+ 中 就 至 少 有 N 个 
不 动 点 . a 

当 e > 0 时 , 不 稳定 曲线 Ct 在 第 一 次 穿 过 C 时 与 稳定 曲面 并 不 相交 . 事实 上 ， 
此 时 C+ Aj Ct 交 于 0=0:z=e 但 这 并 不 意味 着 在 e 关 0 时 就 没有 同 宿 轨 . 事实 
E, 我 们 有 下 面 的 命题 : 
命题 存在 无 穷 多 个 e fA, 使 得 C+ 是 两 次 穿 过 C 的 同 宿 解 . 
证 明 为 了 证 明 这 一 点 , 需要 找 出 一 些 e 的 取 值 , 使 得 OF (0,6) 位 于 原点 的 稳定 帅 
面 上 . 因而 需要 求解 

0= A cos (0 = In VE) +6 
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即 
—2Ve= cos ( — In y€). 
但 是 , 与 16.1 节 一 样 , cos( 一 ln Ve) 的 图 像 与 -2Ve 的 图 像 相 交 无 穷 多 次 . a 
对 于 每 个 使 得 C+ 为 同 宿 解 的 e 值 , 又 有 无 穷 多 个 不 动 点 (对 OF 0 OF), 同时 
得 到 一 个 结构 相当 不 同 的 吸引 子 . 显然 , 当 e 变化 时 , 发 生 了 很 多 事情 . 我 们 邀请 
学 完 本 书 的 读者 继续 努力 , 理解 这 里 发 生 的 每 件 事 . 祝 你 好 运 ! 玩 得 开心 ! 


16.5 ”探索 ; Chua 电路 


在 这 个 探索 中 , 我 们 来 研究 一 个 非 线性 的 三 维 微分 方程 系统 , 这 个 系统 与 电子 
电路 中 的 Chua 电路 有 关 . 这 是 第 一 个 表现 出 混沌 行为 的 电路 方程 组 的 例子 . 事实 
E 当 参 数 取 某 些 值 时 , 这 个 方程 组 表现 出 的 行为 类 似 于 16.3 节 中 的 双 螺 线 吸引 
子 . 原始 的 Chua 电路 方程 的 非 线 性 来 自 于 分 片 线性 . 这 里 我 们 研究 这 个 方程 组 的 
一 个 变种 , 它 的 非 线性 由 一 个 三 次 函数 给 出 . 关于 Chua 电路 更 加 详细 的 细节 , 参 
见 [11] 和 [25]. 

非 线性 的 Chua 电路 系统 为 


z' =a(y— $(7)), 
y =x-—ytsz, 
z’ = —by, 


其 中 ob 为 参数 , 而 函数 6 的 表达 式 为 


1 1 
d(x) = io” -35 


事实 上 , 这 个 多 项 式 的 系数 通常 是 以 参数 形式 出 现 的 , 但 是 为 了 确定 起 见 , 在 这 个 
探索 中 , 我 们 将 它们 固定 . 当 a = 10.918 65.… E b= 14 时 , 这 个 系统 似乎 有 两 条 对 
称 的 同 宿 轨 , 如 图 16.13 所 示 . 这 个 探索 的 目的 就 是 研究 当 参 数 a 变化 时 , 系统 将 
如 何 变 化 . 因而 , 我 们 将 参数 b 固定 在 14, 而 让 参数 a 变化 . 我 们 提醒 做 实验 的 读 
者 注意 , 证 明 下 面 观察 到 的 任何 混沌 行为 或 分 贫 现 象 都 是 几乎 不 可 能 的 ; 事实 上 ， 
你 在 这 方面 所 做 的 任何 事情 都 将 是 一 个 合格 且 有 趣 的 研究 工作 . 

(1) 同 前 面 一 样 , 先 找 出 所 有 的 平衡 点 . 

(2) 确定 这 些 平衡 点 的 类 型 , 此 时 也 许 需 要 借助 一 种 计算 机 代数 系统 . 

(3) 该 系统 具有 一 种 对 称 性 ; 描述 这 种 对 称 性 并 指出 这 对 系统 的 解 殖 涵 什么 , 

(4) ik a 从 6 变化 到 14. 描述 当 a 变化 时 你 观察 到 的 一 切 分 岔 . 为 了 看 出 分 
岔 的 全 局 效应 , 请 务必 在 这 个 实验 中 (包括 后 面 的 其 他 实验 ) 选取 一 对 位 置 对 称 的 
初 值 条 件 . 请 特别 关注 从 原点 附近 出 发 的 解 . 


(5) 是 否 存在 一 些 a 值 使 得 系统 看 起 来 有 一 个 吸引 子 ? 此 时 看 起 来 发 生 了 什 


么 ? 你 能 否 构 造 一 个 模型 ? 


(6) 描述 下 列 a 值 附近 出 现 的 分 岔 ， 
(a) a = 6.58; (b) a = 7.3; (c) a = 8.78; (d) a = 10.77. 


图 16.13 在 参数 值 a = 10.918 65--- H b= 14 时 非 线 性 Chua 电路 中 的 两 条 同 宿 轨 


aon 2 WwW 


习 题 


- WER 


d(s),(t)) = 3) “aa 
是 Do 上 的 一 个 距离 函数 , 其 中 E 就 是 16.2 节 中 描述 的 双边 无 穷 0, 1 序列 构 
成 的 集合 . 


. 证 明 移 位 映射 o 是 Do 上 的 一 个 同 胚 . 

证 明 5S :A 一 2 给 出 了 o Al F ZA — SER. 

. 构造 的 一 条 稠密 轨道 . 

. 证 明 o 的 周期 点 稠密 . 

-Q s* 22. 证 明 Ws(s*) 正好 由 那些 某 个 位 署 的 所 有 右边 的 位 置 上 的 元 素 部 


与 s* 的 元 素 相同 的 序列 构成 . 


. 令 (0) = (…00.000…) € Ez. 序列 s € 5 称 为 同 宿 于 (0), 如 果 s € W°(0) N 


W*(0). 描述 一 个 同 宿 于 (0) 的 序列 的 元 素 . 证 明 同和 宿 于 (0) 的 序列 在 zs 中 


-@()=(--11-111---}e De. WẸ s € W2(0) NW (1), 则 称 序列 s 是 一 个 异 
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12. 


15. 


16. 
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WFN. 描述 一 个 这 样 异 宿 序列 的 元 素 . 证 明 所 有 这 样 的 异 宿 序列 在 22 HB 
密 


. 将 同 宿 点 和 异 宿 点 的 定义 推广 到 o 的 任何 周期 点 . 并 且 在 现在 的 情形 重新 证 


明 习 题 7 和 习题 8 的 结论 . 
证 明 任 一 给 定 周期 点 的 同 宿 点 集合 是 可 数 的 . 
记 Dy 为 所 有 单 边 0, 1 序列 构成 的 集合 . 定义 映射 ©: Oh DoH 


(5981 $2 ++) = (--+ 855381 - S083284 -). 


WEAR 更 是 一 个 同 胚 . 
记 XX" 为 马蹄 映射 已 在 Ho 中 的 不 动 点 . 证 明 WX") 的 闭 包 包含 A 的 所 有 
点 以 及 它们 的 不 稳定 曲线 上 的 所 有 点 . 


-S R: 一 2 的 定义 为 


R(:..s_2s_1 50518S2 …) 一 (--+ 828180 > 848-2°°-), 


WE RoR = id Ml oo R= Roo. 3H o =U0R, HU BN 
Æ U oU = id 的 映射 . 如 果 一 个 映射 本 身 就 是 它 的 道 , 则 称 之 为 一 个 对 合 . 它 
们 代表 一 类 非常 简单 的 动力 系统 . 上 面 的 结论 表明 移 位 映射 可 以 分 解 成 两 个 
这 种 映射 的 复合 . 


. 继续 考虑 上 题 中 定义 的 映射 R, $ s 是 一 个 在 R 作用 下 不 动 的 序列 . 假设 


o"(s) 也 在 RR 的 作用 下 不 动 . 证 明 s 是 o 的 一 个 周期 为 2n 的 周期 点 . 

现在 假设 o(s) Æ U 的 作用 下 不 动 . 重 做 上 题 , 其 中 的 定义 见习 题 13. s 的 
周期 是 多 少 ? 

对 于 第 14 章 中 的 洛 伦 蒋 系统 , 用 数值 方法 研究 当 r 从 13.92 变化 到 13.96 时 
出 现 的 分 岔 , 此 时 o = 10, b= 8/3. 
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本 章 我 们 回 到 第 7 章 曾 经 出 现 的 素材 , 这 次 我 们 将 补充 早先 省 略 的 所 有 技术 
细节 和 证 明 . 后 果 就 是 这 一 章 比 前 面 每 一 章 都 要 困难 ; 但 这 是 严格 研究 常 微分 方 
程 的 根本 所 在 . 为 了 完全 理解 这 里 的 许多 证 明 , 读者 必须 熟悉 实 分 析 中 的 一 致 连续 
性 、 函 数 的 一 致 收敛 性 以 及 紧 集 等 概念 . 


17.1 存在 唯一 性 定理 


考虑 白 治 微分 方程 系统 
X' = F(X), 


Ap P:R" 一 R". 在 以 前 的 章节 中 , 我 们 通常 假设 下 是 C%; 这 里 我 们 放宽 这 个 
条 件 , 只 假设 F EC" 的 . 这 意味 着 F 是 连续 可 微 的 . 即 , 它 的 所 有 一 阶 偏 导数 都 
存在 并 且 是 R 上 的 连续 函数 . 在 本 章 的 前 几 节 , 我 们 将 只 讨论 自治 方程 ; 但 之 后 
我 们 将 假设 F 还 连续 可 微 地 依赖 于 上 和 X. 

我 们 已 经 知道 ,上述 系统 的 一 个 解 就 是 定义 在 某 个 区 间 J CR 上 的 一 个 可 微 
PX: J — R”, 使 得 对 所 有 的 te J, 都 有 


X'(t) = F(X(t)). 


几何 上 , X(t) 是 R* 中 的 一 条 曲线 , 其 切 向 量 XX'(t) 等 于 (X(t); 与 前 面 各 章 一 
样 , BANU ih HE X(t), 因而 映射 FR" 一 R" 就 定义 了 R 上 
的 一 个 向 莉 场 . 解 XX : J SR" 的 一 个 初始 条 件 或 初 值 就 是 形 如 X (to) = Xo 的 一 
个 指定 , 其 中 to € J, Xo ER”. 为 了 简单 起 见 , 我 们 通常 取 to = 0. 

一 个 非 线性 微分 方程 满足 一 个 给 定 初始 条 件 的 解 可 能 有 好 儿 个 . 例如 , 考虑 
一 阶 非 线 性 微分 方程 


T = 3z2/3. 


在 第 7 章 , 我 们 已 经 看 到 , 恒 等 于 零 的 函数 uo : 及 一 恨 ,uo(t) = 0 就 是 一 个 满足 初 
始 条 件 u(0) = 0 的 解 . 但 是 , ult) = e 也 是 满足 上 面 初始 条 件 的 一 个 解 , 此 外 对 
任 一 7 > 0, 函数 
u(t) = | 0, MR t <r, 
(t-r), MR t>r, 
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也 是 满足 初始 条 件 ur(0) = 0 的 一 个 解 . 

除了 解 的 唯一 性 问题 外 , 还 有 解 的 存在 性 问题 . 在 讨论 线性 系统 时 , 我 们 能 够 
将 解 显 式 地 算出 来 . 对 于 非 线性 系统 , 我 们 已 经 看 到 , 这 常常 是 不 可 能 的 . 而 且 , 某 
些 初 始 条 件 可 能 不 会 产生 任何 解 . 例如 , 我 们 在 第 7 章 已 经 看 到 , 微分 方程 


x 1 如 果 z < 0， 
-1, mR ro 


没有 解 满足 x(0) = 0. 

由 此 可 见 , 为 了 保证 解 的 存在 唯一 性 , 我 们 必须 对 函数 F 另外 再 加 一 些 条 件 . 
我 们 将 看 到 , 假设 五 连续 可 微 就 足够 了 . 在 上 面 的 第 一 个 例子 中 , F 在 出 问题 的 点 
z=0 处 不 可 微 , 而 在 第 二 个 例子 中 , FE x = 0 处 不 连续 . 

下 面 就 是 常 微分 方程 的 基本 局 部 定理 . 
存在 唯一 性 定理 考虑 初 值 问题 


X'=F(X), X(0)= Xo, 


其 中 Xo e R". 假设 已 :了 "一 及 是 C 的 . 则 该 初 值 问题 存在 唯一 的 解 . 更 准确 
地 说 , 存在 a > 0, 以 及 该 微分 方程 满足 初 值 条 件 


的 唯一 解 
X : (-a,a) 一 R”. a 


我 们 将 在 下 节 证 明 这 个 定理 . 


17.2 ”存在 唯一 性 的 证 明 


我 们 需要 回忆 一 下 多 元 微 积分 . 令 FR" >R. 如 果 及 "中 的 坐标 为 (z1,……， 
Tn), 则 我 们 可 以 将 F(X) 写成 


F(X) = (fi(@1,-°+,@n),°°+s fn(@1,°++,2n)). 


记 DEFX AFEX ER 处 的 导 算 子 . 我 们 可 以 从 两 种 稍微 不 同 的 观点 来 看 导 算 
子 DF x. 一 种 观点 是 , 对 每 个 X CR", DF x 都 是 一 个 线性 映射 ; 这 个 线性 映射 
将 及" 中 的 一 个 向 量 UF 映 到 向 量 

F(X +hU) — F(X) 


DF x(U) = jim h 
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HE h ER PERE. 等 价 地 , 从 矩阵 观点 来 看 , DFx WE n x n WIET EERE 
Of 
Dpx = (3E): 
其 中 所 有 的 偏 导数 都 在 (x1,… ,zn) 处 取 值 . 因而 , 导 算 子 还 可 以 看 成 是 一 个 映射 ， 
它 将 R" 中 的 每 个 点 映 到 一 个 线性 映射 或 矩阵 , 即 DF : R” 一 LR"), 
与 前 面 一 样 , 函数 F 称 为 连续 可 微 的 , 或 C1 的 , 如 果 这 些 f; 的 所 有 偏 导数 都 


存在 并 且 连 续 . 我 们 假设 , 在 本 章 余下 的 部 分 , F AEC! 的 . 对 每 个 X CR, 我 们 
定义 雅 可 比 矩阵 DF x 的 范 数 [DF x| 为 


|DFx|= sup |DFx(U)|, 
|U|=1 


REU eR". 注意 , |DFx| 不 一 定 就 是 X 点 处 的 雅 可 比 和 矩阵 的 最 大 特征 值 (在 绝 


对 值 意义 下 )， 
2 0 
pex- (2°) 


例 假设 
则 事实 上 有 |DFx| = 2, 而 且 2 就 是 DFx 的 最 大 特征 值 . 然而 , 如 果 


11 
DFx = , 


则 
11 cos 6 
DF x|= su 
IDPxI= SP (; ') (o) 
= sup 4/(cosé+sin6)2 + sin? 0 
0O<6<2r 
= sup 1+ 2cos@sin@ + sin? 0 
O<0<2n 
>i, 
而 这 里 1 是 最 大 的 特征 值 . B 


但 是 , 对 R” 中 的 任 一 向 量 V, 我 们 都 有 
[DF x(V)| < |DFx| |V]. 
事实 上 , 如 果 将 V 写成 了 = (V/|V IV), 则 由 于 V/V 的 长 度 为 1, 我们 就 有 


|DFx(V)| = |DFx(V/|V))||V| < |DF x] |V]. 
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而 且 , 下 : R" 一 RR" 为 C1 AH X 映 到 DF y 的 映射 DF : R° — L(R") 是 一 个 
连续 映射 . 

H OCR 是 一 个 开 集 . 函数 下: OR" 称 为 在 0 上 是 利 普 希 芯 的 , 如 果 存 
在 常数 KK > 0 使 得 对 所 有 的 X,Y < O, 都 有 


IF(Y) - F(X)| < KIY ~ X|. 


我 们 称 K 是 F 的 一 个 利 普 希 茨 常数 . 更 一 般 地 , 我 们 称 F 是 局 部 利 普 希 茨 的 , 如 
RO 中 的 每 个 点 都 有 一 个 在 O 中 的 邻 域 01, 使 得 下 限制 在 O' 上 是 利 普 希 蒋 的 . 
FO! 的 利 普 希 欧 常数 可 能 会 随 着 O 的 不 同 而 变化 . 

另外 一 个 重要 的 概念 就 是 紧 性 . 我 们 称 一 个 集合 COR 是 紧 的 , 如 果 C 是 闭 
的 , 并 且 有 界 . 一 个 重要 的 事实 是 , 如 果 J:C+R€8, TAC 紧 , 则 首先 f 在 Cc 
LAF, 其 次 f 在 C 上 可 以 达到 最 大 值 . 见 本 章 的 习题 13. 
5132 RRM F: OR 是 Cl 的 , 则 下 是 局 部 利 普 希 蒋 的 . 
证 明 RR POR" 是 C1 的 , 任 取 一 点 Xe O, 再 取 e > 0 充分 小 , 使 得 
Xo 的 半径 为 e MAR O 包含 在 O P.S KE [DF x| 在 O 上 的 一 个 上 界 ; 由 
于 DF x 连续 并 且 O。 紧 ， 因而 存在 这 样 的 一 个 上 界 . 集合 O。 是 凸 的 , 也 就 是 说 ， 
如 果 Y,Z € O, NERY MZ 的 线段 整个 地 包含 在 O, 中 . 这 条 线段 可 以 写成 
Y +sU cO HPU=Z-Y,0<s<1. $ ¥(s) = F(Y + sv). 由 链 式 法 则 可 
48, 

0'(s) = DFy4.u(U). 

从 而 ， 


1 1 
F(Z) FO) = 00) - vO) = | vieds= | DFy uU). 
0 0 
于 是 , 就 有 | 
|F(Z) - F(Y)| < f K|U|ds = K|Z - Y|. u 
0 


这 个 引 理 的 证 明 同时 还 蕴涵 ， 如果 O 是 凸 的 ， 并 且 对 所 有 的 X € O 都 有 
IDFx| < K, WK 就 是 FIO 的 一 个 利 普 希 欧 常数 . 
假设 J 是 一 个 包含 零 的 开 区 间 , 并 且 XT O 满足 


X"(t) = F(X(t)), 
其 中 X (0) = Xo. 两 边 积分 后 , 有 


X(t) = Xo+ f F(X (s))ds. 
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这 就 是 微分 方程 X = F(X) 的 积分 形式 .反之 , WRX: J] 一 O 满足 上 面 的 
积分 方程 , 则 有 XO) = Xo, 并 且 微 分 之 后 可 知 , X 满足 X = F(X). 因而 作为 
XI > O RTE, 积分 形式 和 微分 形式 是 等 价 的 . 为 了 证 明 解 的 存在 性 , 我 们 将 
利用 微分 方程 的 积分 形式 . 

现在 我 们 来 着 手 存在 性 的 证 明 . 以 下 是 我 们 的 假设 : 

(1) Op 是 中 心 在 Xo 处 、 半 径 为 p> 0 的 闭 球 . 

(2) 五 在 Oo 上 存在 一 个 利 普 希 茨 常数 天 > 0. 

(3) 在 Oo 上 有 |F(X)| < M. 

(4) 选取 正 数 a < min{p/M;1/K}, 并 记 J = [-a, a]. 
我 们 首先 定义 从 J 到 O, 的 一 串 函 数 序列 Uo, U1, +++. 然后 我 们 将 证 明 这 列 函 数 一 
致 收敛 并 且 极限 函数 满足 我 们 的 微分 方程 . 最 后 , 我 们 将 证 明 没有 其 他 这 样 的 解 . 
用 来 证 明 Ui 收敛 性 的 引 理 如 下 : 
分 析 引 理 MR Ur: J >R”, k= 0,1,2,… 是 定义 在 闭 区 间 J 上 的 一 列 连 续 函 
数 , 并 且 它 们 满足 : 任 给 e > 0, 总 存在 NN > 0, 使 得 对 所 有 的 pg > N, 都 有 


max |Up(t) ~ UslD| < €. 
则 存在 一 个 连续 函数 U : J R” 使 得 当 上 一 oo 时 有 
max |U x(t) ~ U(t)| — 0. 
FFA, 对 所 有 满足 |t| < a 的 t, BA 
t t 
im f U;,(s)ds = f U(s)ds. B 


函数 列 Uk 的 这 种 收敛 性 称 为 一 致 收敛 性 . 这 个 引 理 在 一 般 的 初等 分 析 书 中 
都 有 证 明 , 我 们 就 不 在 此 证 明了 . 参见 [38]. 

函数 序列 Uk 是 通过 一 种 迭代 手续 递归 地 得 到 的 , 这 种 迭代 手续 称 为 毕 卡 迭 
R. 在 第 7 章 中 , 我 们 曾经 给 出 了 几 个 例子 来 解释 毕 卡 迭 代 . 令 


Uo(t) = Xo. 
对 于 te I, 定义 
t 
Ui) =Xo+ | F(U0(s))ds = Xo +tF (Xo). 
0 
HF |t| <a UR |F(Xo)| < M, 因 而 


IU: (t) — Xol = [t\|F(Xo)| < aM < p, 
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因而 对 所 有 的 te J, BA U(t) e Oo. 利用 归纳 法 , 假设 Uk(t) 已 经 有 定义 ， 并 且 
对 所 有 的 te J BA [Ua (t) — Xol < p. 然后 , 令 


Uk+1(t) = Xo +f F(U;(s))ds. 


由 于 Uk(s) € Op, 这 样 写 是 有 意义 的 , 从 而 积分 可 以 定义 . 我 们 将 证 明 IU k+ (t) 一 
Xol < p, 从 而 对 所 有 的 € J, WA Uti(t) e Op; 这 将 意味 着 可 以 继续 定义 
Urta: Ukts, 等 等 . 现在 来 证 明 |Uky1(t) -Xol < p. 


t 
<|/ Mds 
0 


下 面 证 明 , 存在 一 个 常数 过 > 0, 使 得 对 所 有 的 大 > 0, 都 有 
|U r+ (t) — UE(D| < (aK)*L. 


& LH \Wi(t) - Uolt)| Æ -egtsa 上 的 最 大 值 . 根据 上 面 的 估计 , OL <oM. 
Fd, 


t 
lUr (t) ~ Xol < | f IF (U, (8))|ds < Ma <p. 
0 


U(t) — Ui) = | [ FO) ~ FWois))as 


< f "KU (s) — Uo(s)lds 
< aKL. 
现在 归纳 地 假设 对 所 有 的 > 2, 我 们 已 经 证 明 对 所 有 的 lt] < a MA 


[Ux 一 Cl 人 (| < (aK)*-1Z, 


于 是 就 有 
os 一 Dualg | [| IFUL) - Peta)lds 


<x|f [Uk(s) — Us_1(s)lds 
< (aK)(aK)*-1L 


= (aK)*L. 


令 a = aK, 根据 定理 的 假设 有 a <1. 任 给 ec> 0， 可 以 取 N 充分 大 , 使 得 对 任何 
Hr>s>N, Ba 


ee Co 


IU-(t) - U.(t)| < D |U k+ (t) 一 ~ UE(t)| < > ak 了 < €, 


kiN k=N 
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最 后 一 个 不 等 式 是 因为 , 对 于 (收敛 的 ) 几何 级 数 , 总 可 以 取 充分 大 , 使 得 之 后 
的 尾巴 任意 地 小 . 

根据 前 面 的 分 析 引 理 , 这 就 说 明了 函数 序列 Uo, U1,… 一 致 收敛 到 一 个 连续 
函数 X: JOR". 在 等 式 


t 
Unar(t) = Xo + f F(U;(s))ds 
0 
两 边 取 极限 可 得 
t 
X(t) = Xo+ lim f F(Ux(s))ds 
一 DO 0 
= Xo+ f ( lim F(U;,(s)))ds 
= Xo+ | F(X(s))ds. 


其 中 的 第 二 个 等 式 也 是 根据 分 析 引 理 得 到 的 . 从 而 Xs J 一 Oo 满足 微分 方程 的 积 
分 形式 , 因而 它 也 是 微分 方程 的 一 个 解 . 特别 地 , PURI Xs I +O, EC’ 的， 
这 就 解决 了 定理 的 存在 性 部 分 . 现在 我 们 来 看 唯一 性 . 
假设 X,Y : J > O 是 微分 方程 的 两 个 解 , 并 且 满 足 X(0) = Y(0) = Xo, 
这 里 的 J 与 上 面 一 样 , MAAK [aa] 我 们 将 证 明 , 对 所 有 的 上 € J, 都 有 
X(t)=Y(t). 令 
Q = max|X(t) - YO. 


这 个 最 大 值 可 以 在 某 一 点 t c J 达到 . 于 是 ， 


Q=|X(t) -¥ (ti) = f (X'(s) — ¥"(s))ds 


< | 人 IEX) - FOr (s))Ias 
0 


< E K|X (s) — Y (s)|ds 


< aKQ. 
由 于 aK <1, BRIE Q = 0, 否则 这 是 不 可 能 的 . 于 是 ， 
ry X(t) =Y(t). 


这 就 完成 了 定理 的 证 明 . a 
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作为 这 个 结果 的 总 结 , 我 们 已 经 证 明 , 任 给 中 心 在 X60、 半径 为 p 的 闭 球 O, c 
O, 如 果 在 O, LWE: 

(1) |F(X)| < M, 

(2) F 具有 利 普 希 欧 常 数 K, 

(3) 0 < a < min{p/M,1/K}, 
则 存在 微分 方程 的 唯一 解 X : [-a,a] > O 使 得 X(0) = Xo. 特别 地 , UR F TE O 
上 为 C1 的 , 则 这 个 结果 成 立 . 

下 面 依 次 给 出 几 点 说 明 . 首先 , 如 果 FF 满足 定理 的 假设 , 则 Xx’ = F(X) 的 两 
条 解 曲 线 不 能 相交 . 这 点 是 唯一 性 的 直接 推论 ， 但 是 值得 从 几何 上 加 以 强调 . 假设 
X:J> OMY: J) Of X' = F(X) 的 两 个 解 , 并 是 X(t) = Y(t2). 如 果 
ti = to, 则 可 由 定理 直接 得 出 , 在 t ME, X(t) A Y(t) 是 相同 的 . MFR ti A to, $ 
Y(t) = Y (t2 -tı +t). WY) 也 是 该 系统 的 一 个 解 . 由 于 Yi (41) = Y (t2) = X(t), 
则 根据 定理 的 唯一 性 断言 , 可 知 AX Ze ty 附近 是 相同 的 , 从 而 , 在 去 附近 
X(t) 5 Y(t) 是 重合 的 . - 

这 里 我 们 要 强调 一 点 , MR Y (t) 是 一 个 解 , 则 对 任意 的 常数 ti, Y(t) = Y(t+ 
ti) 也 是 一 个 解 . 特别 地 , 如 果 X = F(X) 的 一 条 解 曲线 处 : J-_，0O 对 某 个 tL 和 
w>0 WE X(t) = X(ti+w), 则 这 条 解 曲线 实际 上 就 是 一 个 周期 解 , 也 就 是 说 ， 
对 于 所 有 的 二 WA X (t+ w) = X(t). 
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为 了 使 得 解 的 存在 唯一 性 定理 在 各 种 物理 (甚至 是 数学 ) 意义 下 都 有 意义 , 还 
需要 加 上 解 X(t) 对 初 值 条 件 X (0) 的 连续 依赖 性 质 . 下 面 的 定理 给 出 了 这 个 性 质 
的 准确 陈述 . 
定理 KOCR EFH, HHE F: OR 具有 利 普 希 欧 常 数 天. 设 Y(t) M Z(t) 
是 X' = F(X) 的 两 个 解 , 都 在 闭 区 间 [to,t1] 上 有 定义 , 并 且 始 终 在 O H. 则 对 所 
有 的 te (to, ti], 都 有 


IY (t) — Z()| < [Y (to) ~ Z(to)| exp(K (t ~ to)). E 


这 个 结果 表明 , MIM Y (t) 和 Z(t) 出 发 时 很 接近 , 则 当 t 在 to 附近 时 
它们 一 直 很 接近 . 虽然 这 两 个 解 可 能 分 开 , 但 它们 分 开 的 速度 不 会 超过 指数 增长 . 
特别 地 , 我 们 有 下 面 的 推论 : 
推论 (对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 ) 记 olt, X) 为 系统 X = F(X) R HH F H 
C? 的 . 则 4 为 居 的 连续 函数 . 局 

定理 的 证 明 依赖 于 下 面 的 著名 不 等 式 , 我 们 先 证 明 这 个 不 等 式 . 
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Gronwall FSX wu: [0,a] 一 R HEH, 并 且 非 负 . 假设 存在 C > 0 和 
K > 0, 使 得 对 所 有 的 te [0,a] 都 有 


u(t) < C+ f ' Ku(s)ds. 
0 


则 对 所 有 的 te [0,0], 都 有 
u(t) < Cert. 


证 明 首先 假设 C > 0. S 
U(t)= C+ 了 Ku(s)ds > 0. 
0 


于 是 u(t) < U(t). Xt U 求 微 分 可 得 


U'(t) = Ku(t). 
PR, u(t) _ Kult) - 
U(t) U(t) ~*~" 
从 而 就 有 a 
| geU H) < K, 
积分 之 后 可 得 


InU(t) < NnU(0) + Kt. 


由 于 U(0) =C, 取 指数 后 就 有 
U(t) < Cert, 


从 而 就 有 
u(t) < Cert. 
如 果 C = 0, 我 们 可 以 将 上 面 的 讨论 用 到 一 正 数 序列 ci 其 中 当 i o BY, ci 
趋 于 0. 这 样 就 证 明了 Gronwall 不 等 式 . = 


证 明 我 们 现在 来 证 明定 理 . 定义 
v(t) = [Y (t) — Z@I. 


由 于 
Y(t) — Z(t) = Y (to) — Z(to) + f (F(Y (8)) — F(Z(s)))ds, 
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我 们 有 (不 妨 设 i > to) ， 
v(t) < v(to) +f Kv(s)ds. 
to 


4 u(t) = v(t + to), 我 们 有 
u(t) = v(t + to) < v(to) + i Ku(s)ds = v(to) + f Ku(r)dr, 
to 0 


Xf u(t) 运用 Gronwall 不 等 式 可 得 v(t 十 to) < v(to) exp(Kt), 也 就 是 v(t) < v(to) exp 
(K(t 一 t0)), 这 正 是 定理 的 结论 . a 

我 们 已 经 看 到 , 应 用 中 产生 的 微分 方程 常常 依赖 于 参数 . 例如 , 调和 振子 方程 
依赖 于 参数 b( 阻 尼 系 数 ) 和 (弹性 系数 ); 电路 方程 则 依赖 于 电阻 、 电 容 以 及 感应 
系数 等 ; 那么 , 一 个 自然 的 问题 就 是 : 这 些 方 程 的 解 如 何 依赖 这 些 参数 呢 ? 在 前 面 
的 情形 , 如 果 系 统 是 以 连续 可 微 的 方式 依赖 于 这 些 参数 , 则 解 就 连续 地 依赖 于 这 些 
参数 . 利用 一 个 特别 的 小 技巧 , 我 们 可 以 很 容易 地 看 出 这 一 点 . 假设 系统 


X’ = F,(X) 


以 C1 的 方式 依赖 于 参数 a. 我 们 来 考虑 一 个 “人 为 的 ” 扩展 的 微分 方程 系统 ， 


vy = fi(z1,°*, Tn, a) 
Ly = falti: -,Zn,@) 
a’ =0 


现在 这 是 一 个 n+1 个 方程 的 自治 系统 . 尽管 这 个 系统 的 扩展 部 分 看 起 来 很 平凡 ， 
但 如 果 对 它 运用 前 面 的 解 对 初始 条 件 的 连续 依赖 性 结果 , 我 们 就 可 以 得 出 原来 系 
统 的 解 对 参数 a 也 是 连续 依赖 的 . 

定理 (对 参数 的 连续 依赖 性 ) 令 XX = F(X) 为 一 个 微分 方程 系统 , 其 中 Fa Xt X 
和 a 都 连续 可 微 . 则 这 个 系统 的 流 也 连续 依赖 于 a, 就 像 它 连续 依赖 于 X 一 样 . O 


17.4 Æ 伸 iF 


ULM EX’! = F(X HF F Æ C 的 ) APM Y (t), Z(t) WA Y (to) = 
Z(to), 并 旦 他们 都 定义 在 关于 如 的 一 个 区 间 J L. 现在 , 存在 唯一 性 定理 就 保证 ， 
对 包含 to 的 一 个 区 间 中 的 所 有 t, 都 有 Y(t) = Z(t), 但 这 个 区 间 可 能 比 J 要 来 得 
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小 . 然而 , 事实 并 非 如 此 . 为 了 看 出 这 一 点 , 假设 J* 是 使 得 Y(t) = Z(t) 的 最 大 区 间 . 
如 果 六 A J, FETE .的 一 个 端点 垢 EIR t E J. 根据 连续 性 ,有 Y(t1) = Z(t). 
现在 , 定理 的 唯一 性 部 分 又 保证 , 事实 上 , Y(t) 和 Zt) E-PASS t 的 区 间 上 都 
相同 . 这 与 J* 是 两 个 解 相 等 的 最 大 区 间 了 矛盾 . 

因此 , 我 们 可 以 始终 假设 唯一 解 是 定义 在 一 个 最 大 的 时 间 区 域 上 . 当然 , 这 并 
不 能 保证 一 个 解 X(t) 对 所 有 的 时 刻 都 有 定义 . 例如 , 对 任何 常数 c, 函数 x(t) = 
tan(t — c) 都 是 微分 方程 


r 一 1 二 22 


的 解 . 但 由 于 当 t 一 c 土 x/2 BY, x(t) 一 o0, 因而 这 样 的 解 不 能 延伸 到 一 个 比 


C Ti +2 
2 etg 


更 大 的 区 间 上 十 . 

下 面 我 们 来 研究 当 通 近 一 个 解 的 定义 域 边 界 时 , 这 个 解 会 出 现 什么 情况 . 我 
们 只 陈述 右 端 点 的 结果 ; 左 端点 的 情形 是 类 似 的 . 
定理 BPOcCR 是 开 的 , 且 下 :OO 一 R* 是 01 的 . 设 Y(t) & xX = F(X) 的 一 
个 解 , 它 定 义 在 一 个 最 大 开 区 间 J = (2,8) CR L, 其 中 6 < co. 则 任 给 一 个 紧 集 
CC O, 总 存在 某 个 lo € (a, 8), 使 得 Y(to) gC. 

这 个 定理 告诉 我 们 , 如 果 一 个 解 Y(t) 不 能 延伸 到 一 个 更 大 的 时 间 区 间 , 则 这 
个 解 要 离开 O 中 的 任何 紧 集 . 这 意味 着 , 当 上 一 8 时 , 要 么 Y(t) 会 在 O 的 边界 上 
聚集 , 要 么 存在 一 个 子 序列 i> B 使 得 |Y (ti)| BT oo( 或 者 两 种 可 能 都 成 立 ). 
证 明 假设 对 于 所 有 的 te (a,8), 都 有 Y(t) eC 由 于 下 连续 而 且 C RAR, 因而 
存在 M > 0 使 得 对 所 有 的 苹 ec, 都 有 |F(X)| <M. 

S qella h) 我 们 断言 , Y 可 以 延伸 为 一 个 连续 函数 Y : [y, 8] 一 C. 为 此 , 我 
们 只 须 证 明 Y 在 了 上 是 一 致 连续 的 . 对 于 toti €J, to <t, A 


[¥ (to) —¥ (ty) = | E Y'(s)ds 


< f | |F(¥(s))|ds < (tı — to)M. 
这 就 证 明了 YY EJ 上 的 一 致 连续 性 . 于 是 , 可 以 定义 
¥ (8) = jimY( 


接 下 来 我 们 断言 , 延伸 后 的 曲线 Y : [y,8] 一 R E 6 处 可 微 , 并 且 是 微分 方 
程 的 一 个 解 . 我 们 有 
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t 


Y) = YO + him f ¥"(s)as 
Y 
t 
= YO) + lim f F(Y(s))ds 
Y 


8 
= ¥(y) + / F(¥(s))ds, 


这 里 我 们 用 到 了 FF(Y(s)) 的 一 致 连续 性 . 于 是 , 对 位 于 y 和 8 之 间 的 所 有 上 都 有 


Y(t)=Y(7) + f "F(Y (s))ds. 
Y 


因而 , Y 在 8 处 可 微 , 而 且 事实 上 , 有 Y'(8) = F(Y(6)). Ak, Y 就 是 定义 在 


DA 上 的 一 个 解 . 因为 对 于 某 个 5 > B, 总 有 一 个 定义 在 [8,5) 上 的 解 , 因而 可 以 
将 Y 延伸 到 区 间 (a,6) L. TÆ, (0,8) 就 不 是 一 个 解 的 最 大 定义 域 . 这 就 完成 了 
定理 的 证 明 . E 
从 这 个 定理 可 以 立刻 推出 下 面 的 重要 事实 : 
推论 设 C 是 开 集 OcR" 中 的 一 个 紧 子 集 ,下 :OO 一 R* 是 Cl 的 . 令 Yoec, 并 
且 假 设 任何 一 个 形 如 Y : [0, 8] 一 O,Y(0) = Yo 的 解 曲线 都 整个 地 位 于 C 中 . 则 
存在 一 个 解 Y : [0,0c) 一 O WE Y (0) = Yo, 并 且 对 所 有 的 上 > 0, 都 有 Y(t) ec, 
于 是 , 这 个 解 对 所 有 的 (前 向 ) 时 间 都 有 定义 . a 
有 了 这 些 结果 后 , 对 于 解 关于 初始 条 件 的 连续 性 , 现在 可 以 给 出 一 个 比 在 17.3 
节 中 讨论 的 结论 要 稍微 强 一 些 的 定理 . 在 那里 , 我 们 假设 两 个 解 在 同一 个 区 间 上 
有 定义 . 在 下 面 的 定理 中 , 我 们 去 掉 了 这 个 要 求 . 这 个 定理 表明 , 从 邻近 的 点 出 发 
的 解 在 同一 个 闭 区 间 上 有 定义 , 并 且 在 这 个 区 间 上 , 它们 都 彼此 接近 . 
定理 RF: OR" O 的 .假设 Y(t) BX! = F(X) 的 一 个 解 , 在 闭 区 间 
lto, 41] 上 有 定义 , ME Y(to) = Yo. 则 存在 Yo 的 一 个 邻 域 UC R" 以 及 常数 KK 使 
得 , 如 果 Zo € U, 则 存在 定义 在 (to, ti] 上 的 唯一 的 解 Z(t) 满足 Z(to) = Zo. TEL, 
对 所 有 的 te [to, ti], Z(t) 都 满足 


IY (t) — Z(t)| < KIYo ~ Zolexp(K(t — to). a 


我 们 需要 下 面 的 引 理 来 证 明 这 个 定理 ， 
引 理 ”如果 下 :0O 一 R" 是 局 部 利 普 希 获 的 , 而 且 C c O 是 一 个 紧 集 , 则 Fic 是 利 
Ht AY. 
证 明 假设 结论 不 成 立 , 则 对 每 个 K > 0, 无 论 多 么 大 , 我 们 总 可 以 在 C 中 找到 X 
ALY 使 得 
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|F(X) — F(Y)| > KIX - Y|. 


[F(Xn) — F(Yn)| > n| Xn — Yal. 


由 于 C 是 紧 的 , 可 以 抽取 Xn A Yn 的 收敛 子 列 . 重新 标号 后 , 不 妨 假设 Xn 一 
X*Yn7Y*, 其 中 XX*,Y* eC. 注意 , 必定 有 X* = Y", 这 是 因为 , 对 所 有 的 n, 
都 有 

2M 


|X" - Y*| = lim [Xn — Yal < ŽIE(Xn) - Fp) <=, 
其 中 M 是 |F(X)| 在 C 上 的 最 大 值 . 存在 X* 的 邻 域 Oo 使 得 FIOo 具有 利 普 希 
TRIS K. 而 且 存 在 一 个 no 使 得 当 n 之 no 时 ， 有 Xn Yn E Oo. 从 而 ， 对 所 有 的 
n 之 no, 有 


[F(Xn) — F(Yn) < KIXn — Ynl, 


当 n > no 时, 这 与 前 面 的 断言 矛盾 . 这 就 证 明了 引 理 . | 
证 明 现在 我 们 来 证 明定 理 . 根据 [to ti] 的 紧 性 , 存在 e > 0, 使 得 只 要 对 某 个 
t € (to, 41], A |X —Y(t)| < e, 就 可 以 推出 X CO. 所 有 这 样 的 点 X 构成 了 OR 
一 个 紧 子 集 C. 我 们 在 17.2 节 中 已 经 看 到 , C! 映射 下 是 局 部 利 普 希 获 的 . 根据 引 
理 , 可 知 FIC 具有 一 个 利 普 希 获 常数 K. 

取 6 > 0 充分 小 , 使 得 6 < e, 并且 bexp(K|ti — tol) <e 我 们 断言 , 如果 
|Zo- Yo| < 6, 则 存在 唯一 一 个 过 Zo 的 解 , 并 且 这 个 解 在 整个 [to,t1] 上 都 有 定义 . 
首先 , 由 于 |Zo- Y(to)| <e, iK Zo € O, 因而 存在 一 个 过 Zo 的 解 Z(t), 它 的 最 大 
定义 区 间 为 [to, 8). 我 们 断言 8 > ti. 否则, 假设 8 < ti, 则 由 Gronwall FER, 对 
所 有 的 te [to, 8), 都 有 


|Z(t) - Y (t)| < |Zo — Yolexp(Klt — tol) < dexp(K|t — tol) < €. 


从 而 Z(t) 位 于 紧 集 C 中 . 根据 上 面 的 结果 , [io, 6) 不 可 能 是 一 个 解 的 最 大 定义 域 . 
因此 , Z(t) 在 [toti] 上 都 有 定义 . Z(t) 的 唯一 性 可 由 此 立刻 得 出 . 证 毕 . a 


17.5 ” 非 自 治 系统 


ERY, 我 们 简要 地 考察 一 下 非 自治 微分 方程 . 虽然 本 书 的 主要 重点 一 直 在 自 
治 系统 上 , 但 是 作为 建立 自治 流 可 微 性 的 一 个 技术 工具 , 非 自 治 (线性 ) 方程 的 理 


论 是 必需 的 . 
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ROCRxR 是 一 个 开 集 , MRF: OR 2-74 RR CXF X ECO 
的 , 但 关于 t 可 能 仅仅 只 是 连续 的 . 令 (to, Xo) E O. 考虑 非 白 治 微分 方程 


X'(t) = F(t, X), X(to) = Xo. 


照常 , 该 系统 的 一 个 解 是 指 R* 中 一 条 光滑 曲线 Xt), CELE t 的 某 个 区 间 J 
E, 并 且 满 足下 面 的 性 质 : 

(1) to € J, H. X(to) = Xo; 

(2) (¢,X(t))€ O, FEIE H te J, BA X(t) = F(t, X(t)). 

下 面 就 是 非 白 治 方程 的 基本 局 部 定理 . 
定理 设 OCRxR" 是 开 的 ,又 设 已 :O 一 了 "是 一 个 关于 七 为 Cl 且 关 于 t 连 
续 的 函数 . 如 果 (to, Xo) € O, 则 存在 一 个 包含 to 的 开 区 间 J, 以 及 X' = F(t, X) 
定义 在 了 上 的 唯一 解 , 满足 X (to) = Xo. ' a 

它 的 证 明 与 自治 方程 基本 定理 的 证 明 (17.2 节 ) 是 相同 的 ; RKP ag E 
! 插 到 适当 的 地 方 就 可 以 了 . 这 个 结果 有 和 如 下 的 重要 推论 : 
推论 «i A(t) Abn xn 矩阵 的 一 个 连续 族 . 设 (to, Xo) € J xR". 则 初 值 问题 


X'=A(t)X, X(to)= Xo 


在 整个 了 上 存在 唯一 的 解 . E 
对 于 它 的 一 个 证 明 , UA RH 14. 
RIIAS F(t, XAF X 是 利 普 希 茨 的 , 如 果 存 在 一 个 常数 K > 0, 使 得 对 
所 有 的 (t, X1), (t, X2) € O, 都 有 


[F(t, X1) — F(t, X2)| < K\X, — X>|. 


类 似 地 , 可 以 定义 关于 X 的 局 部 利 普 希 获 性 . 

与 自治 情形 一 样 , 如 果 F(t, X) 关于 X 是 局 部 利 普 希 获 的 , 则 非 自治 方程 的 
解 关于 初始 条 件 连续 . 我 们 将 这 一 事实 的 准确 表述 及 其 证 明 都 留 给 读者 . 

解 作为 数据 F(t,X) 的 函数 的 连续 性 是 一 种 不 同 的 连续 性 . 这 就 是 说 , 如 果 
:0 一 R" 和 G:0 一 R" 关 于 XX 都 是 C1 i, FA |F- Gl 是 一 致 的 小 , 我 们 期 
望 X’ = F(t, X) 和 X = Gt, X) 的 初 值 相同 的 解 也 是 接近 的 . 这 是 正确 的 , 事实 
E, 我 们 有 下 面 更 准确 的 结果 ， 
定理 ” 设 .O Cc Rx Rn 是 一 个 包含 (0, Xo) 的 开 集 , 又 设 F,G:O>R XFX H 
C1 上 且 关 于 上 连续 . 再 假设 对 所 有 的 (t, X) €O, 


|F(t, X) - GU, X)| < €. 
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令 K 是 F(X) 关于 X 的 一 个 利 普 希 蒋 常数 ， 如 果 X(t) 和 Y(t) 分 别 是 方程 


XX = F(t, X) MY’ = Gt, Y) 定义 在 某 个 区 间 J 上 的 解 ,并 且 X(0) = Xo =Y (0), 
则 对 所 有 的 te J, 都 有 


IX()— YO] < = (exp(K't!) — 1). 
证 明 对 te J, 4A 
X(t)-Y(t) = f (X"(s) — Y'(s))ds 
= f (F(s, X(s)) — G(s, ¥(s)))ds. 
于 是 , 4t >on, 有 
x) -YO < | Fl X()) - Fls,Y (a)las 
+ / IF(s,Y(s) — G(s,Y (se)lds ` 
0 
< f K|X(s) — Y(s)|ds +f eds. 
S u(t) = |X(t) - Y(t). 则 
u(t) < K f (uls) + £) ds, 
从 而 ， 


由 Gronwall 不 等 式 可 得 


€ € 
一 所 一 
u(t) 十 KS p PK), 


这 就 在 上 > 0 的 情形 证 明了 定理 . t< 0 的 情形 可 以 类 似 地 处 理 . a 
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现在 我 们 再 回 到 自治 微分 方程 X' = F(X) 的 情形 , 这 里 假设 F ÆC 的 . 我 
们 的 目的 是 证 明 该 方程 所 确定 的 流 olt, X) = pX) 是 两 个 变量 的 C1 函数 , 同时 
我 们 还 将 确定 04/8X. 当然 , 我 们 知道 6 AFER t 是 连续 可 微 的 , 因而 只 需 证 明 
关于 X 的 可 微 性 . 
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为 此 , X(t) 是 该 系统 的 一 个 特定 的 解 , 在 关于 0 的 一 个 闭 区 间 了 上 对 上 有 
定义 . WX) = Xo. 对 每 个 te > 


A(t) = DF xi. 


RP, A(t) 代表 正在 点 X(t) 处 的 雅 可 比 矩 阵 . 由 于 五 为 Cl Ay, A(t) 连续 . 我 们 
定义 非 自 治 线性 方程 
U' = A(t)U. 
A EPR AIR X (t) 的 变 分 方程 . 由 上 一 节 可 知 , 对 于 每 个 初始 条 件 U (0) = Uo, 
变 分 方程 都 有 一 个 定义 在 整个 J 上 的 解 . 而 且 , 与 自治 情形 一 样 , 变 分 方程 的 解 满 
ERTER DRA. 
变 分 方程 的 意义 在 于 , 如 果 Uo 很 小 , 则 函数 


t+ X(t) +U (t) 


很 好 地 近似 于 原来 的 自治 方程 满足 初 值 六 (0) = Xo + Uo 的 解 X(t). 

为 了 准确 起 见 , 假设 U(t E) 是 变 分 方程 满足 U(0,¢) = & 的 解 , 其 中 & ER. 
MR EM Xote 都 属于 O, S Y(t, E) 是 自治 方程 下" = F(X) WEY (0) = Xo+€ 
的 解 . 
命题 $ J 是 一 个 包含 0 的 闭 区 间 , 并 且 X(t) 在 上 面 有 定义 . 则 

lim X68) — X) - U(t, A) 
6 一 0 上 | 
对 于 te J 一 致 地 趋 于 0. B 

这 意味 着 , 对 每 个 e > 0, 都 存在 6 > 0, 使 得 只 要 [E< 6, 则 对 所 有 的 te J, 都 

有 

VY (t, €) — (X(t) + U(t, £))| < el£l. 
因而 当 & 一 0 时 , 曲线 1 一 XX(t) + U(t, E) 是 Y(t,é) 的 一 个 越 来 越 好 的 近似 . 在 许 
多 应 用 中 , X(t) + U(t,€) 被 用 来 代替 Y(t,é); 由 于 UE) 关于 & 线性 , 这 种 代替 
将 会 带 来 方便 . 

我 们 稍 后 再 证 明 这 个 命题 , 在 此 之 前 , 我 们 先 利用 这 个 结果 来 证 明 下 面 的 定 
理 : - . 
EE ( 流 的 可 微 性 ) 自治 系统 X’ = F(X) 的 流 olt, X) 是 一 个 C1 函数 ; 即 , 06/8t 
和 O¢/OX 都 存在 , MEARI tM X 连续 . 

证 明 4M, OG(t, X)/Ot RFE Felt, X)), 因而 是 连续 的 . 为 了 计算 alt, X )/OX, 
我 们 有 , 对 很 小 的 &， 
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HARES olt, 天 oj)/8X 就 是 线性 映射 上 一 U( 6). 于 是 , 06/OX 的 连续 性 
可 以 从 变 分 方程 的 解 对 初始 条 件 的 连续 性 以 及 关于 数据 函数 A(t) = DF x 的 连 
续 性 推出 . = 

现在 将 流 记 为 H(X), 注意 , MEET t, 映射 办 在 天 E O MH GBF Do, (X) 
就 是 OO(t, X)/OX. 我 们 将 它 称 为 这 个 流 的 空间 导数 , 相应 地 , 称 olt, xX) /at 为 时 
间 导 数 . 

上 一 定理 的 证 明 实际 上 说 明了 D9(X) 是 R 的 线性 映射 空间 上 的 一 个 初 值 
问题 的 解 : 对 每 个 Xo E O, 流 的 空间 导数 满足 微分 方程 


Š (Doe Xo)) = DFs De(Xo), 


以 及 初始 条 件 Ddo(Xo) = I. 这 里 我 们 将 Xo 看 成 一 个 参数 . 
一 个 重要 的 特殊 情形 就 是 一 个 平衡 解 X 的 情形 , 此 时 (X) =X. $ DF = 
A, 我 们 得 到 微分 方程 
qP) = ADA&(X), 


以 及 Ddo(X) =1. 该 方程 的 解 为 
D¢.(X) = exp(tA). 


这 意味 着 , 在 平衡 点 的 一 个 邻 域 中 , 流 近似 线性 . 
现在 我 们 来 证 明 命题 . X(t), Y(t, €) R U(t, E) 满足 的 积分 方程 分 别 是 


X(t) = Xot+ [ F(X(s))ds, 
0 t 
Y(t,£) = Xo ++ f F(Y (s, €))ds, 
U(E) = E+ | DE xu (Us, £))ds. 
0 
从 这 些 等 式 可 得 , 对 所 有 的 上 > 0, 都 有 
IY (t,£) - X(t) - U (t,£) < f IF(Y (s,€)) — F(X(s)) — DF x(a (U (s,£))|ds. 
正在 一 点 2 ARIEN 
F(Y) = F(Z) + DFz(¥ ~ Z)+R(Z,Y - Z), 


其 中 的 余 项 满足 : 对 于 一 个 给 定 紧 集 上 的 2 一 致 地 有 


326 %17% 再 论 存在 唯一 性 
it Y =¥(s,€),Z = X(s) 运用 上 面 的 公式 ,根据 DF xo 的 线性 性 , 可 得 
t 
IY (t,€) - X(t) -Ut £) < f IDF x(«)(¥(s,€) — X(s) — U (s, £))|ds 
+ f IR(X (8), Y (8, £) — X(8))|ds. 
0 
将 上 面 的 表达 式 左边 记 为 g(), HAD 
N = max{[DFx(s)| | se J}. 


于 是 就 有 
gt) <N f gls)ds+ f [R(X(s),¥(s,) — X(s))las. 
0 0 


固定 e > 0 并 选取 do > 0 充分 小 , 使 得 只 要 |Y (s,€) - X(8)| < io s € J, RA 
|R(X(s), ¥(s,€) — X(8))| < el¥(s,€) - X(s)]. 
从 17.3 节 可 知 , 存在 常数 及 >0 和 而 > 0, 使 得 只 要 || < 所 ,se J 就 有 
IY (s, £) — X(s)| < IElexs < ôo. 
现在 假设 || < 51. 从 前 面 的 方程 可 知 , 对 te J 有 
so< f ‘gls)ds + [ ‘aléleKsds, 
于 是 l 
KSN f g(s)ds + Celé|, 
0 


其 中 C 是 某 个 常数 , 它 只 依赖 于 K 和 区 间 J 的 长 度 . 根据 Gronwall 不 等 式 可 得 ， 
ABteJ HIE <6 RA 
g(t) < CeeN*|€|. - 


(注意 , 6: 依赖 于 e) 由 于 < 是 任意 的 正 数 , 这 就 证 明了 g(t)/lé| 在 te J PH t>O 
时 一 致 趋 于 0. 对 于 t+< 0 的 情形 可 以 类 似 证 明 . 这 也 就 证 明了 命题 . 
习 题 


1. 对 下 面 的 每 个 初 值 问题 , 写 出 毕 卡 迭代 序列 的 前 几 项 . 在 可 能 的 情形 , 利用 各 
种 方法 找 出 显 式 解 . 讨论 解 的 定义 域 . 


Co 


心 


a 


N > 


% 


名 


10. 
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(a) ce =2-2, z(0)=1; 
(b) z' = 24/3, 7z(0) = 

(c) z! = 24/3, 2(0) = 1; 
(d) z’ =cosz, zf(0) =0; 
(e) 2 =1/(2z), z(1)=1. 


. 设 AA nxn BB. TEBE BIR R X = AX, X(0) = Xo 给 出 


的 解 就 是 expt A)Xo. 


. 对 二 阶 初 值 问题 


z" = —r; Zz(0)=1, xz(0)=0 
对 应 的 一 阶 系统 运用 毕 卡 和 迭代, 进而 导出 cost 的 泰勒 级 数 . 


. 对 于 下 面 的 每 个 函数 , 找 出 指定 区 域 上 的 一 个 利 普 希 茨 常数 , 或 者 证 明 不 存在 


利 普 希 获 常 数 . 

(a) f(z) =|z|, -o < z< œ; 

(b) f(z) = zUV3， -1<2<1; 

(c) f(z) =1f/z, 1<zr<%; 

(d) f(z,y) = (z + 2y, 一 -y), (z,y) € R?; 


(e) jz,y) = teat r? +y <4, 


. 考虑 微分 方程 


它 有 多 少 个 不 同 的 解 满足 z(0) = 
关于 微分 方程 = z/t 的 名 能 外 说 此 什么? 


EAT 及 一 及 如 下 : WE <1, W f(x) =1; WE s> 1, wl f(s ) = 2. 关于 


f(z) 满足 x(0) = 1 的 解 能 够 说 些 什么 ? ER, 这 个 微分 方程 的 右 端 不 连 
"a 如 果 改 成 : 当 z > 1 时 , f(r) = 0, 会 发 生 什么 ? 
设 A(t) 是 nxn 和 矩阵 的 一 个 连续 族 , 并 且 P(t) 是 初 值 问题 已 = A(t)P, P(0) = 
Po 的 矩阵 解 . 证 明 ; 


det P(t) = (det Po) exp ( f ' TrA(s)ds 


假设 F EARRA. 证 明 |DF x| 就 是 DF 的 最 大 特征 值 (在 绝对 值 
意义 下 ). (提示 : DFx 是 一 个 对 称 抢 阵 . ) 
证 明 : 二 阶 的 两 点 边 值 问题 


z” =—-z; ZX0)=0, zx(x)=1 


无 解 . 
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11. 


如 果 将 上 题 中 的 微分 方程 替换 成 z” = -kx(k > 0), 会 发 生 什么 情况 ? 


12. 证 明 下 面 的 一 般 事实 (参见 17.3 节 ): 如 果 C > 0, u,v: [0,6] > R 都 连续 且 非 


14. 


15. 


负 , 并 且 对 所 有 的 te [0,6] 都 有 
u(t) < c+ f u(s)uv(s)ds, 


则 , u(t) < Cev 中 ,其 中 ， 
V(t) = f v(s)ds. 


CCR" 紧 的 , Hf: CR ER. 证 明 f 在 C ELAR, 并 且 f 在 C 中 的 


某 点 达到 它 的 最 大 值 . 
设 4( 是 n xn 矩阵 的 一 个 连续 族 . 令 (to, Xo) € J xR”. 则 初 值 问题 


X’ = A(t)X, X (to) = Xo 


在 整个 了 上 有 唯一 解 . 
用 一 篇 不 超过 50 页 的 论文 描述 系统 X = 0 所 有 解 的 行为 , 其 中 X ER". OK 
没 错 . 这 是 数学 系 送 给 你 的 另 一 件 免费 的 , 也 是 最 后 的 一 件 礼物 . 


》 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
15. 
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